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迄今 力学 物理 和 其 他 和 料 技 部 门 ， 还 没有 提出 过 超 双 曲 型 
方程 ， 多 元 复 变 函数 论 里 ， 出 现 大 量 这 类 方程 ， 只 是 我 国学 
者 才 首 次 注意 这 点 。 

这 类 方程 具有 的 Asgeirsson 公式 却 有 明显 而 重要 的 应 
Hi. Asgeirsson 公式 不 仅 可 用 以 简捷 地 解决 波动 方程 的 柯 西 
问题 和 特征 问题 ， 并 且 可 用 以 证 明 超 双 曲 型 方程 解 的 某 种 奇 
特 的 延 拓 性 ， 从 而 系统 并 深刻 地 证 明了 所 有 已 知 并 重要 的 定 
解 问题 不 适 定 性 。 这 种 奇特 的 延 拓 性 ， 揭 示 了 多 元 实 变 函 数 
所 特有 的 性 质 ， 丰 富 了 多 元 实 变 数 函 数论 ; 由 于 多 元 复 变 函 
数 也 具备 某 种 奇特 的 解析 延 拓 性 ， 这 又 透露 了 超 双 曲 型 方程 
和 多 复 变 函数 论 之 间 的 深切 关系 。 

但 过 去 对 Asgeirsson 公式 的 证 明 ， 都 是 验证 性 的 ,好 象 
离线 性 偏 微分 方程 一 般 理 论 而 孤 处 一 隅 。 在 “关于 超 双 曲 型 
方程 的 基本 解 与 Asgeirsson 定理 ”等 文中 凌 岭 同志 和 耿 光 、 
朱 铃 等 同志 一 起 把 超 双 曲 型 方程 的 基本 解 代 入 基本 公式 ， 取 
定 适当 的 积分 区 域 则 两 端 都 出 现 发 散 积分 ; 他 们 取 这 些 发 散 
积分 的 有 限 部 分 ， 应 用 了 Bureau 等 人 的 结果 证 明了 有 关 
的 超 双 曲 型 方程 的 所 有 解 的 球面 中 量 满足 某 著 名 的 ”Euler- 
Poisson 方程 ， 从 而 证 明了 Asgeirsson 公式 。 这 样 他 们 不 仅 
把 超 双 曲 型 方程 的 研究 纳入 了 阿达 玛 的 理论 之 中 ， 并 且 把 某 
种 奇特 延 拓 性 纳入 了 该 理论 之 中 。 


本 世纪 三 十 年 代 ， 阿 达 玛 在 考虑 波动 方程 在 时 向 平面 上 
的 柯 西 问题 时 ,证 明了 要 问题 有 解 ,所 给 数据 必需 满足 三 个 条 
件 ， 同 时 也 是 充分 条 件 ， 阿 达 玛 当时 并 不 满意 这 个 结果 。 首 
先 ， 条 件 太 烦 ， 甚 至 不 知 是 否 彼此 独立 。 而 更 不 令 人 满意 的 
则 是 没有 反映 在 Lorentz 群 的 某 一 子 群 下 的 不 变性 。 而 上 述 
吞 特 延 招 性 中 的 对 合 特征 锥 刚巧 是 在 这 个 子 群 下 不 变 的 ; 不 
仅 如 此 ， 阿达 玛 在 考虑 不 适 定性 时 早已 注意 到 不 适 定性 和 解 
析 延 拓 的 密切 关系 。 所 以 可 说 阿达 玛 早 已 提供 子 奇 特 延 拓 人 性 
的 基础 ,唯一 缺陷 则 是 Asgeirsson 定理 的 证 明 。 经 过 凌 岭 等 
同志 的 努力 ， 这 个 缺陷 也 就 被 弥补 了 。 

超 双 曲 型 方程 有 没有 解 呢 ? 基本 解 就 是 一 个 。 通 过 
Oauchy-Kowalewski 定理 又 可 得 无 穷 个 解 ， 但 这 些 都 是 解 
析 解 。 那 末 ， 有 没有 非 解析 解 呢 ? 在 “ 超 双 曲 型 方程 的 广义 
势 解 的 非 解析 性 及 延 拓 性 ”一 文中 ， 凌 岭 等 同志 用 基本 解 建 
立 广义 势 ， 证 明了 具有 这 类 延 拓 性 而 非 解析 的 超 双 曲 型 方程 
的 解 。 大 大 扩大 了 具有 这 种 延 拓 性 的 函数 范围 。 

所 以 凌 岭 等 同志 的 工作 是 带 基 本 性 的 重要 的 ， 并 大 有 发 
展 余地 : 

L 所 有 具有 上 述 奇 特 延 拓 性 的 函数 类 ， 是 否 带 某 些 群 
性 ? E 用 ，fs 都 具有 这 类 延 拓 性 则 fa fas fife BREA 
有 这 类 延 拓 性 。 那 末 ， 当 右 端 已 与 函数 具有 这 个 延 拓 性 时 ， 
非 齐 次 超 双 曲 型 方程 的 解 是 否 也 具有 同样 的 延 拓 性 呢 ? ……… 

2° 超 双 曲 型 方程 和 多 元 复 变 函数 论 有 密切 的 关系 ， 那 
么 是 否 可 利用 超 双 曲 型 方程 的 研究 来 推动 多 元 复 变 函数 论 的 
发 展 呢 ? 当然 要 开展 这 方面 的 工作 需 对 过 定 组 深入 了 解 。 

$3* 更 有 意义 的 则 是 凌 岭 等 同志 所 得 结果 ， 是 否 可 推广 


到 非常 系数 超 双 曲 型 方程 ? 为 此 ， 首 先 需 对 Bruhat 有 关 工 
作 ， 进 行 深 入 了 解 ， 把 它 应 用 到 最 简单 的 情况 ， 这 样 才能 得 
出 结果 ， 然 后 逐步 推广 。 

综 上 所 述 ， 凌 岭 等 同志 的 工作 不 仅 丰 富 了 超 双 曲 型 方程 
的 研究 ,同时 也 给 人 以 进一步 探索 的 途径 ,给 人 深刻 的 印象 : 
超 双 曲 型 方程 的 研究 正 处 在 莲 勃 发 展 的 前 夕 。 由 凌 岭 同志 撰 
每 的 这 本 书 的 出 版 ， 无 疑 将 大 大 推动 这 个 发 展 。 这 不 仅 对 祖 
国 线性 偏 微分 方程 定性 研究 的 发 展 有 好 处 ， 并 且 可 以 密切 和 
多 元 函数 论 研究 的 联系 ， 从 而 促进 它 的 发 展 。 


吴 新 谋 


Dii) 
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超 双 曲 型 方程 的 研究 是 线性 偏 微分 方程 定性 研究 * 的 重 
要 方向 之 一 ,国内 外 这 方面 的 文献 仅 40 余 篇 。 本 书 是 在 多 年 
来 数学 系 选修 课 与 研究 生 课 « 超 双 曲 型 方程 ， 讲 义 的 基础 上 
写成 的 ， 注 意 吸 收 这 方面 的 重要 研究 成 果 ， 特 别 是 前 三 章 相 
当 部 分 是 我 们 自己 近期 的 工作 。 

本 书 共 分 五 章 。 第 一 章 讨论 瑕 积分 的 有 限 部 分 ， 为 以 后 
各 章 讨论 作 准 备 。 第 二 、 三 章 讨论 超 双 曲 型 方程 的 解 的 中 量 
定理 、 推 广 与 应 用 ， 重 视 通 过 基本 解 、 基 本 公式 的 思想 处 理 
问题 。 第 四 章 讨论 超 双 曲 型 方程 主要 境界 值 问 题 。 第 五 章 讨 
论 超 双 曲 算 子 ， 包 括 七 十 年 代 以 来 这 方面 的 一 些 工作 。 

本 书 可 作为 综合 大 学 、 高 等 师范 院 校 及 工科 院 校 各 数学 
专业 选修 课 与 研究 生 课 选用 ， 也 可 供 从 事 超 双 曲 型 方程 研究 
的 人 员 参 考 。 

由 于 我 们 水 平 限 制 ， 书 中 的 缺点 或 错误 在 所 难免 ， 谍 切 
期 望 给 予 批评 指正 。 

本 书 的 完成 ， 得 到 了 朱 铃 、 耿 光 等 同志 的 协助 ， 特 表 感 
谢 。 

次 岭 dn 
一 九 八 五 年 三 月 


*# 中 国 科 学 院 科 学 基金 资助 的 课题 。 
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第 一 章 。 瑕 积分 的 有 限 部 分 


$1. 单 积分 的 有 限 部 分 


1. 有 限 部 分 的 引出 
在 微分 方程 的 研究 中 ， 经 常 遇 到 眉 积 分 的 求 微 商 问题 ， 
这 个 问题 一 般 是 困难 的 ， 但 如 果 解 决 得 恰当 ， 则 于 研究 问题 
AW o 
以 著名 的 欧 拉 一 波 阿 松 方程 
2'u  B' 2u, B ĉu 


NI roD od PORE am 一 u 
àxóy z— Ty às! r =y 0y 0 (08,80 


为 例 ， 它 的 解 由 波 阿 松 公 式 表 出 为 
wz 一 人 à (a) (z — a)-^ (ay) dot 
4 Gay nur cay i ay Gaya 


当 我 们 区 进行 综合 过 程 时 ， 就 发 生 了 困难 。 例 如 上 公式 第 一 
个 积分 ， 对 2 求 徽 商 时 ， 我 们 形式 地 有 
(9 (a)(x —a)"*(a—9)*'),..— 


- Bf 8 (o0) (a ))77'da, a) 


第 一 项 显然 不 定义 ， 而 第 二 项 积分 是 发 散 的 。 
以 前 我 们 克服 困难 的 办 法 是 先 假定 十 有 一 阶 连 续 微 商 ， 


là 


而 后 在 原 积分 中 作 变 换 a=y+ (zx 一 y)t， 则 原 积分 变 为 
(agn B iyt G-3)a- 07er, 
这 样 ， 就 可 对 zx 求 微 商 了 。 
当然 ， 也 可 以 利用 部 分 积分 法 来 克服 上 述 的 困难 。 
问题 是 有 没有 更 自然 的 方法 来 解决 这 个 问题 ? 阿达 玛 注 
意 到 ，(D 本 身 虽 无 意义 ， 但 
limf 8 (a) (z~a)? (a-9)""- 


-BJ a c) G- 2) (a-y) "da } 
却 是 完全 确定 的 。 这 个 极限 刚巧 就 是 所 求 微 商 之 值 ， 阿 达 玛 
把 这 极限 值 叫 做 瑕 积分 
- Bo toG 7r onda 
的 有 限 部 分 而 以 
Prf- po 
来 表示 ， 则 有 
à 


[D (a) (a-a) (a-y) da= 


Pef 20) a)7^(a—3)-7*'da, 


2. 3 

定理 UE AQ) (E b TEE p Erf mios ucl, WI 
必 能 求 得 一 函数 B(z) 在 5 附近 用 阶 微 商 ， 使 
(f AG | B) ] 


lim a b-p ory 


xb 


看 在， 而 这 极限 值 与 瑟 (z) 无 关 。 
证 : 由 假设 4(2) 既 在 5 附近 有 卫 阶 徽 商 ， 则 有 
AG)- AQ) - AGY(0b -2) & 4,0 一 六 ?十 十 


(De A Tu (b-a) 


eC DH47D ay, 


其 中 8 是 包含 在 6 和 2 间 的 一 个 数 。 显 然 ， 我 们 可 以 写 


人 4(2)az 十 B(x) 
«oan t oap 


x A(x) -LAQ) — A'(D) (b x) x 
| + 性 DS ADONG 9 s 
一 ME e SUE 
z A(b) —A'(b)(b—z)-t 
1 
| + ram boy " 
a Gry ad 
B(x) 
因 之 若 取 
BO)=- 4) + A'() 


Pta-i'pka-20-2 te 


"n (-1)4U7P() 
^ (0-Diu 


(5-2) 
则 有 


(8 二 : Lgj 人 7 
A(5) 

C(ptu-1)(b-ay* t" 

(-1)*A971)(b) +E A,(2)dx 


(p—1)iu(6—a)" Je (6—2)*" (2) 


f- Alde BG) 


.十 


这 里 
a Ey 


(1)*- t. | 
+ G-I) pA" D (5) (b—2)?7 ] 


两 端 命 x 趋 于 6、， 则 有 

. [7 4(z)dz B(z) B 

li + 
A(b) 


(pt i. —1)(6— LIEN 
Loo A 0) — 
(2 十 人 一 2)(0 一 4 
JY AOD b 2 , 
人 a E. e 
当然 ， 我 们 也 必需 这 样 取 台 劳 展 式 的 前 2 项， 但 又 须 注意 它 
的 2 二 1 项 以 后 的 选择 则 显然 与 这 极限 无 关 。 

定义 极限 (3) 称 为 瑕 积分 


人 A(z)dz. 
《5 一 xz) 


zeb 


je: dese 


的 有 限 部 分 ， 记 为 
P : A(z)dz 
3n lg)" 


e. 


由 上 可 见 


^ 4(z)ar _ 
ref’ =r) 


Do hA A) 0 
A wi pare 


A, (z)dx 
[s 2 
X AQ)mLN, 


us (5 o] 
显然 ， 若 积分 原来 有 意义 ， 则 我 们 可 以 取 B(%) 硅 0， 而 
此 的 有 限 部 分 就 是 它 自 身 。 在 这 个 意义 下 ， 瑕 积分 的 有 限 部 
分 ， 可 以 看 成 积分 的 直接 推广 。 

3. 主 要 性 质 


性 质 1 ace, M 


pef’ -»[ 22 . 


XXE UB RSE BR. TROU, TF RAE 


EAM ACE 
来 方便 。 


性 质 2 BO), RTI Pe [^ue 


if), 
因为 (2) 的 两 端 可 以 作 此 代 换 ;由 产 (的 非 零 ， 所 以 当 到 极限 
时 ，(2) 的 各 项 的 无 穷 大 的 阶 数 不 变 。 


性 质 3 车 4(x) 有 p+1 阶 向 商 ， 则 有 


| A(x)d» — d 2 AQ) 
b ef, (b —z)'** -B ob 


WE: 由 (3 ) 和 
C1 AP (0) =r) | (—1)AO?(b)(b— 2) 
p! p! 
(— D! AUDO) (b -a)r 
(pF 1)! 


十 


党 (-1)1467»(5) 
Gà (pru—i)à-1l)t(b—a)"'- 


CD [4e PICES z) 
(p+1)! -gy o 0 
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因 之 


p+ (-1)7 E FH] A-D) 
pT 2b ha 
(=i) a A+ (0,) (b — g)rn 

rl.a al Gry je 


(-0* p Ato, )(5— g)'- 


EN SEDIADA) eggy- 
-AD e S UA 


a 
PT1): 


=EL amma) ay, 


ai ef . ena 
rt 
GRE CEPA s 
Ca" AE e- 


(-D'(p jp) AHPOD) 1 


(0 (pr1)! | 


LL (—1)7 A679 (5) 
HOH) RT GD at 
A) 4, CC DP APO) 十 
(67a * (u- yp ca 
C7 Dr amy) 


Upp ba) E 
Cera ADO) 5, 


十 


(p-1)! Jj. (0 一 2) 
ptl ( —1)714€7P(5) " 
tote) Y Cr VI ap nn 


^ d. 
=- (pt n) PE | 0p = 
f 3 un 


.8b (-cye 


HORA 设 7jz) 在 总 点 附近 有 2+1 阶 微 商 ， 而 且 
f(5)-0, W 
ref’ f'(x)ds .. 


(b —x)* 
—f(a) " f(x)dz 
Fb ay -+m Pef- (5 一 IPA . 


证 ， 由 有 限 部 分 的 定义 ， 只 需 找 一 个 在 5 点 附近 有 卫 阶 
微 商 的 函数 B(x)， 使 得 
maL gr] 


zb.) a (b —2)"*" (b—-a)r"i 
存在 且 等 于 
fla) p+ ^ for 
(a) (p+ m) pi| - 一 D) . 


对 a<z<6， 则 有 


全 f'G)dr _ f(x) f(z)dr 


i 
由 于 了 (6)=0， 故 有 
fG)- f/G) 6-2) CP raya cos 


cp’ 
+ -p+ 


W B(x)- B,G)- B), rh 
Ba) =f) -L (5-7) qe 


fe*»(0)(5— -—g)'!, 


+ Cif D - ay, 


2 f'( — f'(5)(b—2) 
BiG)- Gs rer “iptu -2) + :二 


。8 ， 


(—1)!- 
T— ad D' teo) (b— 24 


则 有 
imf (7L |, B(x)+ B,(z) 
tim f7 (bx) *" *—0-— — 2-]- 
i d; 
lim 7, (p+ f + 


fie) , B(x) BG) 
j (5—2)?** m (5— pd ]- 


hEr B(x) _ 
(8 一 0D 生 7 | lim[ (57 (0 一 s ases] 
i B, 
rum- 0+ wf ont oa- 


SI o » fæjde 
= (6- a) (xi Pr] (b— gt . 


SES AG, DR p DERTIEN M 
Pj AG, $) q 


(6 一 DAZ 
的 连续 函数 。 
证 ， 由 定义 有 
A(z, s)dr_ 
pef’ (Dz) 
4-1 
pate A(b, 8) 


*_Ai(z, 8) (-D* 
f. in d dz — Si (CE DI (p- u —àK6— aye 


HEr ar l AC, 8), 4—1,2,-— * p 都 是 8 的 连续 函数 ,又 


. 9 ， 


4 一 do 一 总 GET Ea oa- 27e 


1 2! 
=D? 2 A, s)X0-2), 


p! 
iA as OE s 的 连续 函数 ， 而 且 积 分 
!A (2, 8) 
| (bar d 


对 8 一 致 收敛 ， 因 而 


是 3 的 连续 函数 ， 故 


è? AQ, 8) 
xu (poat 


是 8 的 连续 函数 。 

这 类 瑕 积分 有 关 等 式 的 性 质 ， 部 完全 保 贸 。 性 质 5 UM 
积分 的 有 限 部 分 的 关于 s 的 可 积 性 、 可 微 性 ， 痢 是 成 立 的 。 
特别 指出 ， 有 关 不 等 式 的 性 质 , 则 应 十 分 注意 。 由 4(7) 在 积 


分 癌 蚁 内 的 符号 ， 我 们 并 不 能 对 PE| 的 符号 作 任何 直接 儿 


测 。 对 于 积分 有 限 剖 分 的 估 值 也 较 复 杂 。IH (3) 显然 有 
of 人 14C)] .. |4'(5)1 

| Bi 二 or 人 Fa 
os ACPO y C40 72)" 
tt ot (np 

其 中 (45) 是 4 的 p 阶 微 商 的 绝对 值 在 [a， 杂 上 的 上 界 。 因 此 

如 果 我 们 知道 了 积分 区 间 的 长 度 , 站 的 前 2 一 工 阶 微 商 在 处 

的 模 的 上 界 ， 及 4 的 p 阶 微 商 的 绝对 值 在 [4，6] 上 的 上 究 ， 

就 可 以 得 到 积分 有 限 部 分 的 估计。 我 们 有 


，10 >» 


性 质 6 有限 部 分 对 4(z) 说 ,是 一 个 了 级 连续 泛 函 ， 即 
FERAE s>0， 我 们 必 能 求 得 8S>0， 使 当 
[4 一 机 <3，|4 一 下 1<5， o [APAPS 
时 ， 就 有 
| ee 46042 AQ) q,|.- 


a) 


ELRARHS EE ES RETAGIIMEOEUY. ARR 
阶 无 穷 的 情形 ， 也 能 定义 其 有 限 部 分 。 


$2 呈 整 数 阶 无 穷 的 瑕 积分 


1. 定 义 
定理 设 4(%) 在 5 附近 有 了 阶 微 商 ， 虽 必 能 求 得 B(z) 
5 B ŒE b Wed priu. d 


NETTO 
tin f? (yr teer +B) logCó-2)] 


存在 ， 而 这 极限 值 与 B(r), BOEK. 
WE dift ACOmdz gy ptum. Du 
MC dd 


-1pni ic Ed (bx) 


P 


其 中 9 是 包含 在 6 和 zz 间 的 一 个 数 。 显 然 ， 我 们 可 以 写 


 A(z)dz. B(s) 
E Oxy + T B,(x)log(b—z)— 


«1l:« 


| A(z) - LA(5) - DUE ze 


十 E pA (6006 一 ali "d 


dz 十 


Nel Ar OY 2" 1 
ENS (5 一 7 mut 
B(z) | ; 2 
+- prr +B) log -2), 
因 之 若 取 


B()-- p (Oan 


e 40)- 4-3) 
| 


(—1)^ 1 4G- 2 (b) FS 2 
TED 2ji (b—2) 

z)= CC A77? (0) 
"m Cp-D! ^7 


则 


A(b) m (-D*! TAUN (5) z 
CESU G-a wb 
(—1)^7! A07? (b) A iGr)dz 

He Dr erae a 
这 里 


AG) - AG) -| AQ) - AD) (6 —2) + + 


(=D v. * 
£CAyrAn | 
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两 端 命 z>5， 则 有 
i [5 e g B g-a = 
PECES M 
(CAE gba) + 
+ re 4) 
XX BRODEOHBBAUT 


| 308a 
a (6—2)* 


的 有 限 部 分 ， 记 为 


^ A(z) 
zi (5b—2)** 


iXASGBCBU UICE S p ER BU HIER TED, PUR DUE 
出 主要 的 几 个 。 


2. 主要 性 质 
性 质 1 AH pH AR WE 
: prj" Ads .. — Ata) 


9a Ja (6—2) (5 一 0 
WES 由 (4) 得 
ð * A(z)dx rzi —1) 4" -DL(6) 
2 


《2 一 %)(%—1)! hart 


p 1)-14€-P (b) (—1) Ai(a) 
(p-1)! b-a — (b—a)* 

=- ODAO) 0 A 
a ($—1)1(5— a)? (b— a) 


. 13 ， 


à (7107146072 (b) -a)i 
ORP G-13 —- AQ), 
Alu) Se CC D A07 O) a) , (2) 
(b-ay (à (à$—1)!1(5—G)* (6—a)? 


X (CDUACP(B) , Asa) 
6&3 (0—1)1(b—a)^?- (b-a)? 


2 pef Adz | Ala) 
UEC A 
R2 ACOH pL, WA 
9. 5 
殉 


b A 
fx xb LG dau 


yo {0 Ala) ( - 1)2AO (b) 
erf! 3b Gryet poi 
证 : Hi(4) 有 
A(x)dz st (—1)7146-P(0) 
n -a Gp ot 
(—1)- 1460-D(b) 
sb GC RES log (b—a) -+ 
^ AQ) 
+|. (b— zr 
因 之 ， 

à prr AY SE LCD a rat 
b (6-2) Aa (Gipi) 06 (b-a) 
(-1)7 2 3f? AG) 

G- -Dy at »(5)log(ó—0) J | o uda, 


* 14 ， 


而 


S Ai) dici lim | A) jr 


9b) . (b —7) 9b z» Ja (b—z)* 

2 jim [C D^490) (IPH A019 (0,) (672) 
ðb pn ji p! is (CEST e 

(DAP (0) , (IAP) 0 -a)(- p). 

pi (p+1)1 

不 难得 到 

a ppf? AGOdz _ pef’ AGS) 4, CC D'AUPQ) 
a Pa e, a o 


性 质 3 有限 部 分 对 AQ) KEA p REZ o HU 
洛 任 给 8 之 0， 我 们 必 能 求 得 6 之 0， 使 当 
1A—A|«9, | 4/— A7|«8, .…, 1 AP — AO | 
时 就 有 


pff AGO — Ale) .| 
| ee[ 400—456 diee. 


$3. 重 积分 的 有 限 部 分 


闲 达 玛 把 上 述 单 积分 的 有 限 部 分 概念 推广 到 多 重 积分 。 
党 虚 m 维 空间 的 体积 分 
(AEE Bn) i qus 
[f | Do m? da, dy, dr, (6) 
3X HUBUS IR Z (0 — 38/2» 32 A S t Ja lt iii 
G(x,;, X c0, Tn) =0, 
p 是 自然 数 。 设 在 ==0 二 任 一 点 ， G 的 所 有 一 阶 偏 微 商 不 
间 时 为 零 。 我 们 讨论 积分 (四 是否 有 意义 ， 必 需 考 虑 G 二 0 附 
。15 。 


近 任 一 点 到 G —0 上 的 距离 。 设 此 距离 为 a， 则 体积 分 } 


EE Ap dndn da, (5^) 
T d 


有 意义 与 否 ， 完 全 为 p 所 确定 ， 既 假定 p 为 自然 数 ， 则 (5 人) 
最 然 信 无 意义 。 由 于 在 人 =0 上 任 一 点 ，G 的 所 有 一 阶 篇 微 
商 不 同时 为 零 ， 则 G —0 MEEA, Ba es Tn) 到 地 
=0 的 距离 ， 就 和 GT, To eo TIARE IiE 
(5) 当 了 为 自然 数 时 ， 人 恒 无 意义 。 

为 了 要 给 这 个 积分 一 个 意义 ， 先 把 人 用 曲面 

G—y(n, Ls, t, X 8) c) 

分 为 两 部 分 T, MT, x oy dO 的 2 阶 邹 近 的 函数 ， 即 当 
si TEN, Gud pU m d ECT E,T, 是 
G =0 和 (r) 所 包围 的 部 分 ， mM T PETKAR 了, AMTF 
来 的 部 分 。 

1. 定义 

定理 在 体积 分 


tef gna 


内 减 去 适当 的 
卫 (s) 
Ut (6) 
后 ， 当 8 趋 于 零 时 有 定 限 ， 此 处 召 是 可 以 展开 为 e 的 至 少 了 
项 台 劳 展开 的 函数 。 
比 时 ， 为 了 (6 ) 内 的 2 有 实际 意义 ， 应 取 ? 使 
ôy 
(S), 0 


. 16 。 


要 证 明 


存在 ， 我 们 需 对 4 加 较 强 的 条 件 。 但 显然 还 不 够 ， 因 为 几何 
情形 远 较 一 维 复杂 ， 和 需要 对 GQG 和 与 G =0 相 邻 的 了 的 边界 8" 
加 以 更 强 的 条 件 ， 所 有 这 些 条 件 ， 将 随 着 推理 的 需要 ， 逐 步 
引进 。 

证 : 不 失 普 记性 ， 我 们 可 以 假定 ， 在 G=0 上 任意 点 


28 EX OUR. R G=) G BECA, MC) 


可 改写 为 

Y. (1 425,7 ,3421,8) F Wu (31,422,477 Em) (0) 
此 处 yi: "S Y 有 相同 的 性 质 ， 即 当 8 趋 于 零 时 ，7Y， MERT, 
za Za-l 的 前 卫 阶 所 有 偏 微 商 也 趋 于 零 ， 而 y, 本 身 仍 与 8 
为 同 阶 无 穷 小 。 

不 失 普遍 性 ， 可 设 平行 于 n 轴 的 直线 和 了 ,的 高 界 只 交 
于 一 点 Vm 十 X(Ti9V2g yn-1)， 人 在 2092m-l 面 上 的 
BEREE Tns y. 和 7 的 定义 域 ， 命 为 G,(s)，G,(s) 的 边 
界 是 

Xn ts v2 yr) Y (0 Te Tm 6) 

全 十 人 在 Zi， nce, Fd E0038 ELERE. G, 的 边界 则 
将 是 和 (ziyzay……yzn-i) 一 0. 

则 有 


To 十 Xm 
ee 


Gaa) Zaty: 
. 17 。 


-[-jaridn n ui^ 
Ga(8) Zn 十 31 


o Adm | 
Lena] E 


BRE AQG 对 Ersay s.m. BE PERTRA, ME 
2-1 1 


: | 


一 E 
port -7i ! Ga(8) 


[5 Ors (ori aem i- T p 


t-14 1 


diesel p 


Peji 
Ent Xn Adz, 
+ |-| doda, den- - P (7) 
» "o ni En (z,— &)' 
其 中 
4 A 
Bcc aT 
ol, La m t 
4 EP ( Dl 94. 


(7) 右 端的 加 重 积分 ， 当 8 了 0 时 显然 有 意义 ， 因 为 被 积 
。18 。 


函数 内 m, Ën 的 指数 只 是 一 艺 ， 并 且 这 个 疏 积 分 的 值 与 v 
的 取 法 无 关 。 

由 于 Yi 是 Litr sin 的 正规 函数 ， 并 且 是 e 的 同 阶 
无 穷 小 ， 所 以 (7) 右 端 第 二 个 mw 一 1 重 积分 显然 可 以 写 为 (6) 
的 形式 。 

余下 来 的 第 一 个 m 一 1 重 积 分 可 以 写 为 

4 
T=— pe dr dr dn- 1 
i da * ' 

由 于 Ga(8) 整 个 边界 刚巧 是 =Y 所 以 这 个 积分 和 T. 完全 
一 样 ， 只 是 维 数 少 1 。 因 此 只 须 假定 可 找到 Bi(8) 使 


ie 60 


me BP 

存在 ， 则 定理 就 得 证 。 

因 之 若 假 定 我 们 要 证 明 的 性 质 在 m 一 1 维 空间 存在 ， 并 
且 所 得 的 极限 又 与 71 的 取 法 无 关 ， 则 此 人 性质 在 m% 维 空间 亦 
必 存 在 ， 并 且 所 得 的 极限 与 7 的 取 法 无 关 。 

Az, Æ 

1) 4 对 zi ,2,,752, 是 也 阶 连续 可 微 的 ; 

2)G 对 Diszay…yzm 也 是 Pp 阶 连续 可 微 ; 

DEG —0 上任 一 点 G4 的 一 阶 偏 微 商 不 同时 为 零 ; 

4) 与 全 二 0 邻接 的 边界 的 方程 式 的 左 端 满足 2) ,3); 

5) 这 些 邻 接 于 G —0 的 边界 无 一 处 和 G =0 相 切 《否则 
T, 的 奇 性 将 增高 ) 。 


则 必 能 求 得 五 (s) 使 
tim 1, * 5o] 
8 


PET 


存在 ， 并 且 这 个 极限 与 y 的 到 法 无 关 。 
定义 ”这 个 极限 称 为 (5 ) 的 有 限 部 分 ， 用 符号 
LL [AQ 225 x.) da dz, da, 
riff PLE T 


来 表示 。 
2. 主要 性 质 
由 (7 ) 有 
Row cct 
一 总 天 
4 '(p- i- Jit G2(8) 


at A dzdm,-dz, ^ B, , 

arga). ES yt sn 
Zm 十 了 1 
Asdan 
G2(8) PRADA (2, — Kn) 
i ff dz, dx, dz, -,* 
G2(8) 
Tmt Xm 

. Ada, B 

{ H | 24 b 

Za 8 
命 8 了 0， 则 有 
性 质 1 


reff.: [orte ediy = 
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fs X, 
"t^ Adz 
= P|- |da dt dz, Pf -<m (8) 
f- 1025 1 j PD 
di G —0 邻接 的 边界 是 平行 于 mn 机 的 直线 的 A 这， 
Jj G(8) 三 Ga， 且 加 >c>0 (5: 常 数 )， 则 有 


mf- T da, da, dz, — 
TntXn 


=f. etras tns Pf f 
G2 z 


| 4dz, 
G* n E 


- (9) 
有 了 公式 (8) 和 (9)， 就 可 把 求 重 积分 的 有 限 部 分 具体 计 
算 问 题 变 为 求 单 积分 的 有 限 部 分 的 具体 计算 问题 。 
性 质 2 dcxi—fn,, Yn) l«ásm, DEOR £3 
换 z;— f, 3575 T', B. 


D(Misis s Ym) 5, 4 Qin ym) X0, 


(y, Y2 EUN 
jl 
Te (1,42, oln) 


Alfisfzs z sfm) 
sa oar i De s) | dy yn 


即 变量 替换 公式 成 立 。 
证 ; RT T rp, p Dsg), Bc 70 
时 ， T,»T, Ti-T', 于 是 
e 21 * 


JJ; HA AET sën) VADO ME 
Bry y En 


Jf- M cS |DGn Yn) Fade, 
G Gi fm) 


» a” tq, ， Ut, Tn) 
SHU] Ay En) do du, dEn 一 B(s) ] = 


ex G'* ts, n) at 
ENT Alf [195 » fm) 
-soll oe 
< dy, dy, E 


A(f,, s fm) : 
~: Js f.) —1D(y wl 
-dye dy, 


HG =0 有 一 奇 线 , 即 了 的 奇 边界 由 两 相交 正规 面 G,=0， 
(一 0 形成 ， 也 就 是 GG 二 G1G。， 我 们 也 可 以 定义 重 积分 的 有 
限 部 分 。 此 时 ， 我 们 需要 作 点 变换 : 

d m Gym), imr n= Gns 
这 里 只 需 取 Gi(% 二 3,…,m) 使 
D(G,,0,;-, Gn) 


D(2, 25,724) 
恒 不 为 零 ， 而 问题 就 变 为 要 定义 
AQ iyu) 
Pf seisis sim da day dr, 
Jf; 全 EZEZ "n E 


。22 。 


其 中 的 一 部 分 边界 刚巧 就 是 蕊 =0， 2,—0, T 内 的 点 为 
7,770,2,770. 
EEI 设 在 基本 公式 


左 端 被 积 函数 呈 - 


ze 而 右 端的 Pi ue 这 里 


4,Bi 仍 是 3 的 正规 函数 ,车 积分 域 人 的 边界 整个 由 G 


成 ， 则 
Prj[--[-o. 


T 


E 


证 ， 首 先 我 们 取 
G- =%( Lists: 37my8) x (7) 
piat, RT, 而 在 T, 上 将 有 
PA 
1 7 


BG 


WAAR EATE ed y 故 


A T Ja 

J 
vl 4 A1- je 

EG —0 仅 是 了 的 边界 的 一 部 分 ， 余 下 的 部 分 为 SY， 则 


当 我 们 腹 (*) 把 二 分 为 两 部 分 T,RT, 时 ， 应 有 
。23 。 


Jj xe ES ， 


其 中 Sf S" 同时 又 是 了: 的 边界 的 部 分 。 此 时 右 端 第 一 项 


snp, gui 
8 


因 之 就 有 
| 
nif -- 24 
T E 
重 积 分 的 有 限 部 分 还 有 其 它 性 质 ， 它 与 单 积分 的 有 限 部 
分 具有 的 性 质 相同 。 
这 里 还 要 指出 ; 若 卫 的 寄 边 界 @ =0 含有 参数 ， 则 有 限 
部 分 对 参 变 数 的 微分 运算 ， 可 以 直接 搬 到 积分 符号 下 面 去 。 
对 重 积分 的 有 限 部 分 进行 估计 ， 仍 应 从 ( 8 ) 式 出 发 ， 将 
重 积分 的 有 限 部 分 化 为 单 积分 的 有 限 部 分 ， 由 单 积 分 的 有 限 
部 分 的 估计 立刻 可 以 得 到 重 积分 的 有 限 部 分 的 估计 。 因 此 ， 
欲 得 到 这 种 估计 ， 我 们 只 须知 道 被 积 函 数 及 其 前 卫 阶 微 商 的 
上 界 和 积分 路 线 的 长 度 的 上 界 和 下 界 。 


$4 呈 整 数 阶 无 穷 的 重 瑕 积分 


1l. 定义 

定理 dA, GO LOREM zn 是 了 阶 连续 可 微 函数 ， 
EG —0 上 任 一 点 4 的 一 阶 偏 微 商 不 同时 为 零 ， 则 在 体积 分 

。24。 


Ti 
内 减 去 适当 的 


BC) € BCo)loge 


之 后 ， 当 s 趋 于 零 时 极限 存在 。 
定理 中 的 T, 与 上 节 含义 相同 。 
， 不 失 普 记性 ， 假 定 在 G =0 上 任 一 : abl so, 于 是 


G= (x, — $,)G,, 
而 G1 全 不 为 零 。 这 时 ， 划 分 了 的 曲面 
Gy (5, ,23,77,2,,8) 
DET. 
Tn= (41525577 uei) EYE yas 158). 

不 失 普遍 性 ， 设 平行 于 zw 轴 的 直线 和 T 的 高 界 只 交 于 
m Ent 422,7 yin) Ta EEE yn 面 上 的 直 
交 投影 ， 将 就 是 EQ, Vi 和 Xn 的 定义 域 ， 命 为 AlE), Ale) 
的 边界 则 将 是 

Ja mfi 22, Tn 8)» 

T ET, 在 i2), Tua 平面 上 的 直 交 投影 则 将 是 加 (2iy 
2a25…5Xm-1) 一 0。 于 是 


Tmt+Xn 
1,7 |-- fant. ins. | -Er d= 
Ga(s) E 
Im 十 了 1 
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P 
- ff dx, dz, ra f [OE dëm. 


G2(s) Spy: 


HAREA, GJJ Eist 的 puri 


io RRAZ M 


有 
ye 1 i 
DOTATI 
JA E rtt 
Mà 1 
tÈ Giu 
; J à ] Lar] eU 
+p eU GL 
* log z,dx,dv, -daz,-,— 
5 E a prli Girl], i 
* logy dz, dz, dz,-, + 
. Tad Xn 
n dz dz, das. Ai da, 
i [ Eus E (ana)? Sas (10) 
其 中 


=l I Fr). (Tn— En)’, Sa e, 


(10) 式 第 dar 的 形式 ， 筑 四 项 可 以 写成 


B,(G)loge 的 形式 ， 由 于 'Gs(s) 的 边界 为 z.— Yu 所 以 第 一 
项 与 I, 形式 相同 ， 只 是 空间 维 数 少 1， 而 


Gal E 


2(8) 
M 8 趋 于 零 时 是 收敛 的 ， 故 定理 成 立 ， 
定义 极限 
B(s) 
hx |p- dean te -AS -Reo a] 


HIRR aff- [tans to 的 有 限 部 分 ， 记 为 


nj- fé rdry drn, 


2。 主要 性 质 
性 质 1 设 4 有 卫 阶 连续 微 商 ， 则 有 


pef | -f deder dr. 
T 


Tm 十 Xm 
pif fando. an. PF | 4 
Ga i 
证 :因为 
1,- PG) 一 Bytes 
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--3 I [zs ét SN ne er t 
sé 


»-1 A 
to 1 [^ PL 
* logz,dz;dz,--daz,-,4- 
十 ff aaa 人 GE dy, = 
Gi(6) SCR 


-2 [LB(s) — B, (a)) loge 


ud X, 


-[-./f Pf f -Go dan Jtt. da 
G3 Z 
Tn 
spg Ay Jedert 


-2897 (0 - [B() — B,e)] logo, 
NoR EM, RES 
prj... á dy daz -ALa = 
T 


= putas deu Pf T: de š 
2 Zn 


T2 BUSS s), Lem EWE YT, 
. 28 * 


THT’, H 
9(21,2:, 4) x0, 


DGw 9.2) PY Yrs Yn) 
则 
Pef |- dx.= 
T 
S [AG 
ui a [ON E DS 
x HD (i593, 759) | dydy dy, (11) 
即 变量 替换 公式 成 立 。 


Lm T; 


证 设 TiTi, BUF Dn 9, s, Yn) 0, dics 
8 FEN, TOT, Ti—T’, 由 


全 de £ dz, da, dz, 


EN S 


e DG 9, e) | dy dy, -dyn 


dz dz, dr, = 


| 
-im[f[--[- ants. - AP. - Bt)logs ]- 
[ 


Ti 
i A »/257775] m 
SER J; 5 [rA YDG 
1 
` dydy; -= dy,- B? — B(s) logs]- 


. 29 。 


nj fd rea 
. dy,daj, dyn. 

X fb SCRERCT TL SECURUS HUGUES, WREE, XI 
区 域 的 可 加 性 质 ， 以 及 对 参数 的 可 微 性 等 ， 不 再 一 一 证 明 。 
对 这 类 重 积分 有 限 部 分 进行 估计 ， 与 呈 分 数 阶 无 穷 的 情形 ， 
也 没有 实质 差异 。 

无 论 单 积 分 有 限 部 分 或 重 积分 有 限 部 分 ， 引 进 有 限 部 分 
这 新 概念 是 为 了 给 瑕 积分 一 个 意义 。 给 予 这 概念 以 间 义 的 技 
巧 在 于 未 取 极 限时 ， 从 下 积 分 里 减 去 一 个 对 数 ， 这 个 函数 在 
取 极 限时 ， 以 分 数 阶 ( 或 整数 阶 ) 趋 于 无 穷 ， 然 后 再 取 极 限 。 
因此 在 具体 运算 中 ， 荣 些 已 知 是 将 分 数 阶 地 或 整数 阶地 趋 于 
无 穷 的 函数 ， 就 可 以 会 弃 不 计 。 
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第 二 章 ” 超 双 曲 型 方程 的 解 的 中 量 定 理 


$1 中 量 定理 
1. 基本 解 
考虑 超 双 曲 型 方程 
/Ou OW 
FG) dir- gr) (m>) 8) 
这 方程 的 特征 二 次 式 是 
Yo ， 
i=l - 
次 特征 线 的 方程 是 
dz; dy; | -dri do;_ Js 
Wi eu 0 t. Ts, 
所 以 


Ti 一 2 m0, 
二 好 一 oj8， 
一 Tot) 
0 一 Co 


故 方程 (了 的 特征 角 面 函数 为 


T= it) SSOP 


j=1 


函数 生 是 动 定 两 点 测 地 距离 的 平方 。 
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由 阿达 玛 关于 基本 解 的 求法 , 方程 (1) 的 基本 解 是 Din. 
2. 基本 公式 
(1) 的 伴随 方程 是 


0 2 
Ge (3 ar) 


显然 有 
oF(u) -uG(v)— 


s 3 f, ou an 9 (V u qê 
3. ( “ari =u) ax 9yi NT 外 
设 在 2m 维 空间 有 一 体积 矿 为 该 空间 内 一 闭 曲 面 8 所 范 
围 ， 在 矿 上 求 上 式 两 端的 积分 ， 则 得 


Jl: J[[sreo- uG (o) aT = 


-JSR ieg- 


-Sv ty tgp )n us (2) 


i-l 
其 中 dT 是 体积 元 素 ，98 是 面积 元 素 ， r,s，… Tm, Pis 
P39…sPn 是 S 上 各 点 的 内 法 线 的 方向 余弦 。 
车 在 (2) 中 取 % 为 超 双 曲 型 方程 的 解 ， 而 v 取 为 基本 解 
全 1-"， 适 当选 择 户 ， 则 积分 成 为 呈 整 数 阶 无 穷 的 瑕 积分 , 公 
式 ( 2 ) 便 可 写成 含有 限 部 分 的 形式 


Pf V vE) uG) Jv = 


=- ef JR e- 


“32， 


C oC NN 
现在 取 玉 是 2m 维 空间 内 两 个 柱 面 
Siri- =r 
Dil 
By) =s 


所 范围 的 体积 ， 其 中 2325, H 1S8 115135 7» Vn 是 任意 固定 
的 实 常 数 。 因 此 ， 所 上 的 点 就 是 适合 下 列 二 不 等 式 


Sz) 
By < 
HI Gets: "wisst Yn 或 简写 本 为 (Xiyi) 所 代表 的 点 ， 
而 矿 就 是 这 些 点 的 集合 。 术 的 边界 可 以 分 为 两 部 分 : 
S-ay-n 
S, er 
Siyi -ys 
和 
Sui- yis, 
Sz: 
Èa, 
儿 适 合 S R 5, ANARE S, BAA 3X 
Fapoz V RHA HFS, 是 柱 面 Saiar E 


部 分 , Bi m=i, Pi 一 0 一 1;2，， mw ”而 S, 是 柱 
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m 41 — A? 
Bi 一 多 7) 一 于 上 的 一 部 分 ， 所 以 pim a0, 


5 二 1,2,…,m。 故 公式 (3) 可 改写 为 
prp ff v F (uw) -uG(o) v = 
L4 


s D cct ys. (4) 

当 被 积 函 数 无 奇 性 ， 则 基本 公式 取 (2 )， 当 具 整 数 阶 或 
分 数 阶 无 穷 时 ， 取 ( 3 ) 的 形式 ， 特 别 取 形式 (4 )。 

以 下 我 们 从 基本 解 、 基 本 公式 出 发 来 讨论 超 双 负 型 方程 
的 解 的 中 量 定理 。 

3. 超 双 旧型 方程 的 解 的 中 量 

ATu EQ) (V. EERE ii o 取 为 基本 解 I7, 
则 公式 (4) 就 变 为 


pj eR ine ze T ILE 


1 kd 
注意 到 在 S: 上 
du dv. d(uv) 5 d» 
da "dn da dn 
ôluv) Qv 
nii uL 


elw) , 4(1—m)r 
Or $ T “y, 
于 是 我 们 有 
BJ ju we) dS = 


Uds um.) 
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EM ze fJ- n as us 


FI Su 
其 中 8, WERD cà, y ER CIE - y D 


<s) 的 点 所 成 的 集 。 Vu SEQ yi E s an Br 


构成 的 集合 。 
TE Es rns fy zi—2x1—70i, 则 沿 S, 的 积分 可 以 
化 单位 超 球面 . 
Qa: >=! 


上 的 积分 。 而 沿 Vu 的 积分 可 先 计算 它 沿 超 球面 
Soc-ay-e 

上 的 而 积分 ， 然 后 就 求 得 之 值 ， 再 由 0 到 s 求 单 积分 。 再 命 

yi-ys-o0Bo WE 


Žo: -yi ) =0? 
的 积分 ， 也 可 化 为 沿 单位 超 球面 
Qs: Sp1=1 


上 的 积分 。 于 是 
effei- 
Z Pr] ogo af f 
O, D. 
E 202) + 1C 2*w ias jo, = 
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一 Pi 六 f sient o) |do }+ 


十 4(1 一 m) Pifr sr MG, c)dc] 


qe- TA 


其 中 
ur,s)=|-| [jute at 4 B;is)dQsdQ, 
0, ^D, 


VOSRONOB EIFE eS otto. 2D 


一 8 上 的 中 量 。 
同样 ， 可 以 得 到 


prf. f(v -uzas = 
Ss 
E Pff- s” 3s agr eye p 
-1a-mPt[snf" Guy M(p， s)de]. 
因此 得 超 双 昌 型 方程 的 解 的 中 量 所 适合 的 有 限 部 分 方程 为 
Eee PleaMr, o) te] 


+4- Pti ae o)do}= 


(r? g?*)" 


= Pf{ —s™ Arar MG s) Jie] — 


-401 —m)Ptfs [st EMG sdel, (8) 


现在 我 们 来 简化 关系 式 (5) 。 
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情形 1 当 y>>s 时 ，(8) 式 左 端 为 通常 意义 下 的 积分 
(5) 可 写 为 
fa E 
most (r,c ) Jeo E 


+40- m)" [et Gr gie MOS 0)do= 


— 
a a 
E M lé (pt aM M (p, s) Je] - 
| EI £ -— -u-M (Co, s)dp} . (8 


等 式 (6) 右 端的 积分 在 p=s 发 散 ， 它 的 每 一 项 可 写成 两 六 


eJ[- i p — s) jde- 


erf LG Sm s) Juo- 


ciao nu M(o, s)dp+ 


um Ta 


iacet] Pf M(p, s)de, 


uy 
等 式 (6) 两 端 对 s 求 微 商 得 

ma? s" 
E E FAyjMG. DIL 
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+4(1— m)r* € Ka F" M(r, s)= 
8 poff aa pma 
ôs ll i "às (p*— $55 MG, sju- 


9 f ma 2 p"? T 
2s reff mas (pin s) Jie 


* 


-iü-m)? jt "  M(p, s) e 


(p? d 


上 4G 一 om) 部 2 ccr . M(p, s) Joe, 


(p*— c 
BX r RHR LREmME EWIE, W 
8 "T Liu 
Ep asma. 2IE 


jm H 
Eua M(r, s)}= 
ô 


-- A [7m oret rele 
440-7 m)2 (2. Pf Nm asc MG» s) ee]. 
HRBATA 2H ERES 


3 o! AQ, b) ， A(a, D) 
a Hl; ais r*-- doy 


则 有 
2{- me [ms yale, DIE 


FAQ 7m) ci ess MG s)}= 
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gum 
a we Mes D). (m 
dE (TD) (462: EE, (M Cn, s) EUER RR 
23M 23M , m-—1 ƏM ml 2M — 
P Um 4 737. Oc 9 


WEIL 当 7<s 时 ，(5) 式 右 端 为 通常 意义 下 的 积分 
仿 情 形 工 的 讨论 ， 亦 可 以 得 到 (8) 。 
所 以 ， 若 以 是 方程 (1) 在 六 上 的 正规 解 ， 则 它 在 
X(n-zxper, lyy) = 3 
上 的 中 量 M(7，s) 适 合 方程 (8) 。 
因为 戏 是 ”的 偶 函 数 也 是 s 的 偶 函 数 ， 故 这 个 中 量 还 有 
下 列 性 质 ; 


[s]... A 


又 由 于 好 存在 二 阶 偏 微 商 ， 因 此 


Moom, Mog). 


知道 了 这 些 性 质 ， 就 容易 证 明 下 述 在 超 双 油 型 方程 和 其 
它 许 多 问题 里 都 很 有 用 的 中 最 定理 ( TEREM ) 。 

4. 中 量 定理 

定理 设 Ran Em HZ FR S — D OD, e F Qu) 0 
XE Riu 内 的 正规 解 ， (ri $453,771, ERYL Yi 78) 是 RB. 内 
任 一 内 点 ，io 是 使 域 


VB) eX muet 
eu Ti 后 Yi Yi) aSo 
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整个 在 Rs 内 的 正 数 ， 则 当 p, c 是 适合 不 等 式 
ptgxt, 
任 一 对 正 数 时 ; % 在 
3n p, S i-e 
上 的 中 量 等 于 它 在 
Srii, Sn- =e 
LEPR. NMIÉ p, cR APERIT: 
M(p, o)=M(c, p). 
WE: 设 M(r，0) 王 让 7)， 则 由 上 段 的 讨论 ， 我 们 应 有 


2M PM, ml M m-l 0M y 
Or ðs? T er s ðs 


M(r, 0) =fr), 
am, Mee (9) 
Qi 05 s 


, 


作 代 换 am 33, ym 75, W (9) EE ACE RO URS 


OM 2 0M gy. OM. 
iy! U" D (rys Oy ri—y? x] 0, 
M]..,—-f(25), (10) 
oM oM 

Puis =0; 
( ex ey ) ay 


泛 定 方程 为 广义 欧 拉 一 波 阿 松 方程 ， 它 含有 W a R 
=y, x —3, WEA, SRCUDIES iE. 
ARI rt—E, y =n, 则 (10) 的 泛 定 方程 化 为 欢 拉 一 
波 阿 松 方程 
* 40 v 


hu CDI Ou 1 为- 0. aD 


E60n — £--» ôk En 
这 方程 的 里 曼 函 数 满足 
D20 + (m—1)/2_3v_ (m—1)/2 0» — 
960n E-n 0€ £—9 ên 
2o m-l ER 
Sn) 
x a2) 
ls m& n2 (E) 2 , 
»-1 
e(£ 75 s 8 ) 一 «(Ez 2 d 
命 
v= aE M F(o), 
(E-m) 3 (&-m* 
其 中 
A esd 31s 29, 
=i -m )(& 一 
Ju] (12) 3: 7j 
oO Pt (m-14 1)o] F7 - (7D p o, 
F(0)-1, 
这 是 高 斯 方程 的 定 解 问 题 ， 方 程 属 傅 克 斯 方程 类 型 。 因 
此 
(一 n. (m-—1 m-—1 
= -了 (一 一 ， 一 一 "10 ). 
E-m E (& 一 人 * ( : ) 
由 此 得 (10) 中 广义 欧 拉 一 波 阿 松 方程 的 里 曼 函 数 为 
gis (ant m-l m-1 
ER (S nr E :0)= 


(atya T ry) 
edle 


_ (vy) (22 in "(gh y3), 


(z$— 一 多 
ipm, Lom 1; a). 
£o g?) (y? 4 
其 中 c" i-i -p 


利用 这 个 里 曼 函 数 ， 我 们 来 求解 (10)。 因 为 这 时 支柱 刚 
巧 是 奇 线 z 一 所 以 我 们 先 参 虑 下 列 辅助 柯 西 问题 ; 
o?M x oM y oM 
ay * Dot Arni w) 
M(y+e, u)—f(2y* e), 
eM oM H 
GR ðs Oy j: ears 
利用 里 曼 公 式 ， 我 们 有 


MG, y) vei + (M0)s:s,, ]- 


+(m 


= EE 人- MSP) aM ay— 
ipis 20 21 au 
Ama, 6 分 别 是 泛 定 方程 中 一 阶 导数 项 2r, Dang 


Be fef tege Los c! yi] A^, 入 是 新 变数 ， 得 
MG, y) | Gt OS ]- 


at 1/0» Qm a [CE — 8)? — u$ 1dA 
226-5 pte d IE E 
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上 式 右 端 积分 号 下 ?应 代为 Vy。 十 [(xo 一 8)* 一 y3] 入 十 8， 
y RIV y+ [Ct —8)* —yol ^e 

现在 命 s 趋 于 零 ， 则 上 式 右 端 已 积分 出 来 的 部 分 显然 
为 零 。 要 能 在 积分 号 下 取 被 限 ， 我 们 注意 :， 若 mo 2 


r(55*, m 1; om (37,7. A2 je) 


都 是 有 界 的 。 事 实 上 ， 我 们 知道 : Siy-a— 80H, UL 
ARAF (a, B, 7; o ) 当 |o |<<1 时 是 收敛 的 ， 在 我 们 这 
Ey -a 一 Bm 一 2>0， 所 以 有 
3-m 3-m 1 1\ D(m-2) 
r( prt 1)= rime 


2 


[ss x cp ioc 


同 理 玉 /也 是 有 界 的 ， 所 以 ， 在 积分 号 下 ， 命 8 趋 于 零 是 合 
法 的 。 
当 8s>0 时 ， 因 为 


lim(a—5)»— 


Ex 2.4 "e 
—JAm C - D (2y+ DG 8) -yil F= 
Laz -yya E 
(s6 — ya)" 


I(m-2). 


rez) 


——(m-1) 


2y* 


. A3 。 


EE Smp Tye) D T P+ 


8 ON [(z5—9 2)(z3—y3)]" E (z+) 
ox 5l (2$—95)"* FP 


DO -2) (v3—y’ 2) 3 E KO -yb- Lum 
(m —1 (CH : 
Her) 


所 以 
M(2s, 94)— 


i ps Pi. 


M(z, y)= 


二 I(m- AN fv J yh y mwa z (1—2) Ey EN 


综合 工作 并 不 难 做 。 
换 回 原 变量 ， 则 得 (9) 的 解 
Mr, $)— 


2I. PVA 02) * di, 


PESI 


CC055) 


i A(l,0) T 


图 1 
这 解 存 在 于 40B4 内 ， 而 且 是 唯一 的 。 
同样 ， 若 设 戏 (0，s)=g(s8)， 则 在 40BC 内 有 
M(r, 8)= 


= «eG J Paw a, 
要 这 两 个 表达 式 在 ?二 s 上 代表 同一 个 函数 ， 必须 Fr) 
三 g(7)。 事 实 上 ， 若 
n-a a-i 
PIOVE) -gr EX (1A) da, 
则 命 ?VE=VF 了 ,27 二 WP， 就 有 
VDD pt) f ace, 
若 四 是 奇数 ， 则 将 此 式微 分 -到 于 二 次 就 可 得 
IPE P): 
若是 偶数 ， 则 微分 字 一 1 次 后 ， 就 成 为 亚 培 尔 积分 方程 ， 


. 45 e 


' UGAT) - G1) E a 
f. VE qi 一 0， 
易 知 必 有 f(VT)=9(V 了)， 这 就 是 特殊 的 阿 斯 盖 生 定理 。 
命 这 公共 函数 是 fr)， 则 当 ac 十 p< 加 时 ， 将 有 
M(p, o)= 
DO -| Vp pipi) 1 ? Q-3 ^ dy, 


s( 7& —1 
r x Jj? 


这 表达 式 将 在 JOAO VI, WMO, o) 是 p ，o 的 对 称 
函数 。 


$2 ”中 量 定理 的 逆 定理 


WEE Baf, miycarm ivi...) 是 闭 单 联 域 
Rim 内 任 一 内 点 ， m 是 使 域 
VÈ- e Soy? «t 
整个 在 Ru 内 的 正 数 ， 并 当 p ，o 是 适合 不 等 式 
pto xí, 
的 任 一 对 正 数 时 ， 在 Ru VL EUR BEC 适合 恒等式 
M(p, o)=M(0, p), 
Wu E Ron 内 是 了 (ww)==0 的 解 。 
dE. 由 8 1 的 计算 ， 在 基本 公式 (2) 中 ， 选 4 为 Bn 的 
正规 数 函 ， 选 v—1, 积分 域 玉 仍 如 上 节 所 选择 的 两 柱 面 所 范 
围 的 体积 ， 同 样 可 引出 超 双 典型 方程 的 解 的 中 量 M (7，s)， 
不 难得 到 
è 46 7 


[sí 2:9. 9n ay = 
JJ: fa or  Owi d 
= eu. (r, a)do — 
40 
但 
2 ,0) Mr 4r,9) — 
ji ur är 
= lim M(?» 7 4e) - 
dr=0 E 
所 以 
S-A a- 


= ud $M (6 r)do— s 


Hcír—s, 则 上 式 右 端 为 零 ， 


ĉu 
oxi 


式 的 左 端 亦 将 恒 为 零 ， 这 表示 1(。 


2E. Ge, ypDRR 
F(u)—0 的 解 。 


$3 


1. ARAA, RAM 
考虑 超 双 曲 型 方程 
$2 


ía Oxi $43 


Mo) 


zn 内 的 任意 内 点 


OKni) 


sf p™? 2M (p,8)dp. 


-MGr,9) .. 


=M r) 
ôr 


x ^ M 9M Up,s)dp， 


即 当 7=s < font, E 


- yG, yt 


d. HE u E Rin p E 


体积 中 量 公式 


(3) 
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对 于 自 共 罗 算 子 


F=}; E -3 si , (2«xn«l) 
有 基本 公式 
Pi 人 ez —ul'(v))dV = 
LA 
-ni-f er Ee 
E x a ug Je, Jas. a4) 


op Santi 维 空间 中 一 适当 光滑 的 n+1 一 1 维 闭 曲面 ， 
dS Xii BUG ,V Æ S Wi EE SUE BR dV JE HAESUCAG TO 
(4—1,2,-.,n), pj, (j—1,2, 7,0) € S LAARA RK 
方向 余弦 。 

超 双 曲 型 方程 (13) 的 基本 解 是 ( 参看 吴 新 谋 等 数学 物理 


方程 第 二 册 ) ”3 ， 这 里 
T=B -7D)? -3y =y. 


2. 超 双 曲 型 方程 (13) 的 解 的 中 量 
在 基本 公式 (14) 中 取信 是 满足 


a 
Z(u-rD)'mnt, 
Uu 

Duy) <s? 


HO On 22 Ta9Y19Y:，…9Y1) 所 成 的 集 ， 其 中 《x,y3) 是 任 
一 固定 点 ， 六 的 边界 是 由 
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| Site 
S, Hi ft 


Li 
< 


1 
í Dy yj) =s, 
Si: j=l 


: 
Acme 
y? 
组 成 。 在 S, LERH m=", (i=1,2, m) p=0, 


—y? ^ 
(j71,2,,0); fk S, EE p, 14 133, (91,2, D. 
T0, ($=1,2,.…,n)。 


取 几 是 (13) 在 六 上 的 正规 解 ， 而 。 取 为 基本 解 下 让， 
则 基本 公式 (14) 就 变 为 


prf f[S( 9-2 - a 2) s - 


=ef Jar " * -u Joye 8 ; 
仿 上 节 的 计算 ， 可 引出 中 量 
MG, 2-|-| [fetten 6022.40, , 
9, a 
并 满足 有 限 部 分 方程 : | 


dá ee alg DEM M(r,o )jie 十 
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+2(2—n bep 0 MG 


o r20) E 
Ó pt 
=s pil". un M(p,s) de— 
f. al (p27 82) E! 2 »] i 
-2(2-n—1)s! Bi CUM ione -MX (p,s)dp. 
(p? E 


(15) 
3. 中 量 M(1T，8) 适 合 的 奇 型 柯 西 问题 
现在 简化 (15). 
情形 I “>s 时 , (15) 右 端 每 一 项 可 以 分 为 两 项 如 下 
NM 9 p™ Z 
FE EA Mos n pe 
一 8- borum z 
s E 于- 2 A 5) Jie 
—2(2—n—i)s! B RR: ctl MG. idc 
*(pi—s?) i 
-2(2—n—D)s P| 一- pl -M (p,s)dp, 
! (ph—st) 于 
ntl 为 硒 数 时 ， 右 端 第 二 、 四 项 是 实 的 ， 第 一 .三 项 
是 虚 的 ， 联 系 到 (15) 左 端 是 实 的 ， 则 得 


di i s i ;MG, o) te + 


(6-0?) * 
t-n- Def — * a Moio > 
°? (ri—oi) s 
ego pel ef 07 gy P 
s bz cx eee s) Jte 
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—2(2—-n-l)s! pef’ m p" E 
LI p 一 8 3 


NE | 2| .— — -M(Cp, 8) dp- 
0 


s (s?—pi) s 
-xa-a-negr[; — a =0. 


(16) 
在 (16) 两 端 对 7 求 导 并 利用 下 积分 有 限 部 分 的 性 质 ， 则 得 


apu! 9 g^? 
-sfr 中 A "we rer M 0o), We] 
+e- piff. wing o)jdo}= 


i E] q^ ] 
一 8 XL CEN Mr, s)| 


—2(2—n-—1)s!- M(r, 3), 


TN Lg ur 


JS BEND 3 求 导 ， 就 可 得 到 ; 
OM HM n-1 ðM l-1 OM 
Qu s^ v dr 8 s s a7) 
nti 为 偶数 时 ， 亦 可 得 (17)。 
WEIL 当 *<s 时 ， 仿 上 述 讨 论 亦 得 (17)。 
HREM, SWEL, AMME r HBE BÈ sK 
fh EG, AIE 
9 
SMi, | =0, M, s)| =0. 
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如 下 两 个 奇 型 柯 西 问题 


所 以 M(r，s8) 适 合 
[s Q7), (7r>s>0), 


M], —fQ), 
lf) (20) (18) 
A i 
(17)， (s2vr20), 
Mj—9(), 
E MENS dii 
Or frmo : 


运用 里 曼 方法 ,可 以 求 得 (18) 与 (18,) 的 解 [参看 Copson， 
E. 'T.,On a Singular Boundary Value Problem for an 
Equation of Hyperbolic Type, Arch, Rat, Mech, Anal, 
1 (1958)]; 


l 
A E 
M(r, $)— CEN 
vm r( yes 
SEO EC 
(—1 3-— l-1 一 
FE^ DA E x Phe Ls cL Da -)dp, 
(r>s>0), (19) 
r5 
M(r, s)=-— (3) 


SCO 3 ， 


=r 
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/ll 3-1 n—-1 s*—(s—-o)? 

r( 了 $3? do -do, 
(sz), (19, ) 

38(19), (19, JÆ r—s 上 代表 同一 个 函数 ， 必需 


i 
s'-*g(s) "msn —pt y?a fede. 


| —iw 
r($)rCz)* 
(20) 
4. 体积 中 量 公式 
HF 
g(s) - M (0, s=f-f [jut ur sendada, = 
Q0. `o; 
ET Y foot. 23 + 58,)d0,, 
r($) a; 
fo)2MG, o=f-f f fueras 4)dOdD， 
0。 s 
1 
=257 | Jur tre, y9)d9,, 
rT x) o, 
代入 (20) 得 
sx?， yj sB;)dQ,— 
0, 


i - 
= 人 ro 
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[fuot ome uaa, a, 
o. 


把 展 布 在 24(2.) 上 的 积分 化 为 展 布 在 
E So =u 5s, [es $oca- 0] 
上 的 积分 ， 则 有 

fejer 793+ 8B,)do, = 


Ta 


s l-n 
= Ojee 2 (s?—phy [fut HF pai, y$) do, do, 
o L 


g 


D 


tzn 
其 中 o- A 为 1 一 % 维 单位 超 球面 的 面积 。 
P Cz 2 >) 
de EsK Pina s 由 0 S REAA 
MI ur, 9j-- S8,)do, un 


Oa 


suale 


s ff Uri HPRis 5)do, Jap}as, (21) 


9, 


上 式 左 端 显然 是 展 布 在 
i 
Ye 
£ 


土 的 体积 分 ， Him =Y Yi (j21,2," 0, BTE 
y5 分 别 改 写 为 to yp IC B ZR ERI RS 
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四 | ulti, y; +8; d£ dë, dE, 
Sr 


Imi . 
而 (21) 的 右 端 ， 改 变 积分 顺序 后 为 

"(C Len - 
efft com tan [feat omoes Jap, 

9, 

由 于 
"(si —pt gt da 1 2- 1) F 
Jie ze) s= T) T, 
因此 (21) 右 端 可 表示 成 

Wi-n 


pef [fefe —p^) 3" u(a$ pais YY)do, Jte, 


6 


? 


车 命 
下 
HK xs, u$ 分 别 改写 为 zz,Y;， 则 (21) 式 右 端 就 可 以 表示 为 


pn fef O? — pt) S u(z; - E; uy, dE dB, dE,. 


PSr 
于 是 得 到 超 双 曲 型 方程 (13) 的 解 的 体积 中 量 公式 为 


-| u(3, 422 Ey Yi HE’ a+ 


ERE 
j.i 
7, gni £)d£ dé, -dé = 
i-a [fe ou dE 
l-n 2 irte, 


DE 


y Hb Es yo, y0d& d£, 
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8 4 ”体积 中 量 公式 与 降 维 法 
于 节 得 到 的 体积 由 量 公式 ， 是 从 基本 解 、 基 本 公式 出 发 
完成 的 ， 自 然 有 二 - 定 的 理论 意义 。 tae PI 
到 .上述 体积 中 量 公式 。 


体积 中 量 公式 或 写 为 
[utin n U+ Y+ 
ud 
qi édé, d£, d£ — 
l-n 
一 人 [fe -pi) * u(z, FE mE, 
pit 


e, Lat Mist sY) AE dE, 
其 中 p PEL EXS«SJIORERAGIUS 
f- fulat Es Eme Yis Yi)d d£, 
PSr , 
=| funt Ent En Yis 。 


PSr 
.| 
po r?—- gi? 
i 
=V iaffe -p) uz, &,, 
eir 


t ofat is Yis ts YdE d£, 
=755 JE fet — gh) Eul Es 


aet 
egba tEn Yis cn, Ydër dE, 


1 


RE Vin H 1 一 n 维 单位 球体 的 体积 ,pi 二 2 6j. 


fenti 
显然 ， 这 样 得 到 的 体积 中 量 公式 比 从 基本 解 、 基 本 公式 
由 发 简便 得 多 。 但 这 并 不 减弱 前 述 方 法 的 于 论 意义 。 因 为 前 
者 说 明 超 双 曲 型 方程 的 研究 ， 纳 入 了 一 般 理 论 研究 的 范畴 ， 
而 且 还 将 提供 许多 设想 ， 例 如 由 基本 解构 成 的 广义 势 ， 这 种 
广义 势 具 有 什么 性 质 ? 是 否 是 解析 的 ? 这 将 在 下 节 中 说 明 。 


$5 广义 势 解 
1. 定 义 ” 设 Fziyzay…y2Znsygiyya oV ERTELE, Y 
在 阿达 玛 意义 下 的 正规 函数 《 即 有 适当 高 阶 连 续 微 商 的 函 
数 v: CRUS RD 
giis ‘Yn) = Pef- J Ras (22) 


BIRARE S ALA HAr -X- apr Èa- 
--y1) &G, D5, DAAE RF, T" 是 
超 双 昌 型 方程 


Pepas 99 9u ; 
NOL i- d) (m2 OD) 
的 基本 解 ，S 是 Rim 空间 的 2m —1 维 超出 面 。 
亦 可 定义 广义 势 
WK ETE ii J, ERES EN ys, 
(23) 
Xp» ydg S 的 补 法 线 ， 由 下 式 定 义 : 
« $7 5 


1 àx 1 2X EF 
2 ôx, 2 Qm, 2 Onn 
Ld NC zo d». 2 
D dr 71 247 71 éx 
Z nni 3 v.a 3 oz. 
£^ 2G 
A Gu, (i=1,2, ,mm), 
aG ,. 
和 mnm+1 一 ay" (321,2, ,Yn), 
iiti S 007) fe 
Gy 22,7 gtm Y1 Ya Yn) 770. 
2, DARM. 


PR, MCEGUT XOBBUULE S 55 MLB RI TEC 1 ) 的 特 
征 角 面 的 交集 为 空 集 时 ， 广 义 势 (22) 为 正常 积分 ， 显 然 满足 
超 双 曲 型 方程。 一 般 ， 利 用 表 积 分 有 限 部 分 可 微 商 的 性 质 ， 
立刻 得 到 : 
FQ) Pr[ re o Fas =, 
S 
即 广义 势 (22) 是 超 双 曲 型 方程 (了 的 解 。 
同样 ， 广 义 势 (23) 亦 是 超 双 曲 型 方程 ( 1 ) 的 解 。 
3. 广义 势 解 的 非 解析 性 
XU 3098022) r (0 8 29 2m 维 空间 两 个 柱 曾 
Èa -r= 5j Sdn rz 
FREIE EEUU RR, HN rän Y s Yn 是 任意 固定 
。58 。 


的 2m 个 常数 。 界 面 S 可 分 为 其 部 分 : 


S -xy- 
S54 [Si 

YY ss 

DFi—yi img, 
81i E 


3x bv. 
我 们 证 明 ， EE S, 上 的 广义 势 是 非 解析 的 。 
事实 上 ， 广 义 势 


m, nurus) f [ras 
5, 


EIE Jes; rias, 


Joli S, PÈT, Vi 6S Guo! «eT 


任意 所 代表 的 点 记 成 的 集 ， Vu 是 适 i63 -yotecemas 
YRS, Pia Tiris rai | poe 


PA EAR caps 


Vii a, Mi -EGi 
Job 0, 是 单位 超 球 曾 Sel—1. 展 布 在 Vas 上 的 体积 分 ， 
先 计 算 它 在 超 球 画 3 (isy =o 上 的 耐 积分， 然后 就 求 
得 之 值 再 由 0 到 8 求 积 ， 青 命 天 一 内 一 ai WD EGVUDOS 
* 59 e 


ef oado 人 | dQ, v^ 中 f fot SB. da A 
? 0, 0, 
车 命 
G(r,0)=) | [fertis y+oB)a9ad0,, 
D, D. 
则 定义 在 S, 上 的 广义 势 写 成 


o"G(r,o 
VE g y Ems Yis Ym) = pef’ GIZ Oldo. (24) 


WEI 当 > s，(24) 右 端 为 通常 意义 下 的 积分 ， 由 于 
广 是 在 阿达 玛 意义 下 的 正规 函数 ， 故 wm 是 非 解析 的 。 

WEI 当 <s， 则 (24) 保 持 ， 函 数 w， 是 具 整数 阶 无 
穷 下 积分 的 有 限 部 分 ， 由 于 了 的 正规 性 ， 显然 m 是 非 解 析 
的 。 

同样 可 证 明 ， 由 8。 及 Si, +S: 构成 的 广义 势 也 是 非 角 
析 的 。 | 

超 双 曲 型 方程 除 具 有 解析 解 外 ， 还 具有 非 解析 解 这 一 事 
实 由 此 得 到 肯定 。 


§ 6 ”中 量 定理 的 应 用 


我 们 首先 应 用 阿 斯 盖 生 沾 量 定理 来 考虑 波动 方程 的 柯 机 
问题 


24. XQ u_u 
4— jp; P 
U(2 4,2, 7 424,0) = po (4,25, 7 38), (25) 


e 
am $3497 y Ens 0) = 9,00 24,738). 
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分 析 : 先 设 (25) 的 泛 定 方程 有 一 关于 i 是 偶 函 数 的 解 % 
T «se, 小 是 正规 的 ， 则 由 阿 斯 盖 生 公 
式 有 

ol [Ce B,s)dQ,dQ,— 


s 
=f-f [jacet + ais; BdA, 
0. ^ 0, 
Hp ssp, 。 
命 s=0， 就 有 
f [oat tamaa, - ffia B11)dQ, , 
a ^ 


WJ u CF. 6 EBRR, BELLE SCR RT VU 29 
af nts Bır)dß, [1 dB; 


SBi<1- gr 
t=2 
ms 
h- S8 
i=l 
mM Ba -~ 


ER h-t 2 
"e AP 
一 2oo| uat B) - 8D 48,= 


= on usd, Dote Eas, 
o 


其 中 osa 是 m 一 1 维 单位 超 球面 积 。 
» 61 


eG 07 [jt nao. 
o, 


则 有 

[uena : die tet ^ot, s) (26， 
Jost de ELA BR R o 

现在 化 简 左 端 。 命 六 =p， 如 =+， 则 (26) 就 迹 为 

feens Tei) DE QGi: vp). 

(27) 
AEG WOT prese SNO ook a 

微 商 后 有 

ulat vy )= 


La 
= Om es ETES /9) | 
(5g Sy. Å p MENU I 


或 者 换 同 原 变数 ， 就 有 


ulari r) => 


— 3E 2 
背 双 是 偶数 ， 则 (27) 就 是 亚 培 尔 积分 方程 ， 这 时 一 二 一 


REO WNR ok P gu, MH 
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m— l1 \ :- 
rg e Ulah VE) c uy Fase 


VT 


[o ERER VB)]. 


两 端 除 以 Cry —0), HR PAA O 到 积分 ， 得 
| "uiv Tu 
n 2. -| 1 a 7 Tos 
(T J VAT ay 


-Uaf s p)]de. 
PAn RiR, UE 
uleg vri) = 
m-2 
-— MT, On 2 | 1 doc A 
V TOS. eem 1) MET NER do 


[P QGfs s 7B))de. 
devr It, v Pp 代为 p， 则 有 


me? 

d 2 

ug 人 一 al. p-*QGr3 p)dp, 
r \ ĝt ART (dp? ) zza 


辣 理 ， 关 波动 方程 有 一 关于 t LAKA vs, UCM UE 
VÈ Giat Lo, 是正 规 的 ， 则 - 约 - 是 波动 方程 的 
iel 
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AF i RBR. MH 


m-1 


Dh ap k ath D, 
r(3) «e 
Entit 
m-t 


- 
gr erm Aj RT ust 
-Qg p)]de, Tim dde Xs 
其 中 
OCRACH r)=| fori mao. 
D. 
这 样 ， 就 得 到 了 wk。 
ut us 就 是 柯 西 问题 (25) 的 解 。 
综合 工作 并 不 困难 。 
特例 ” 当 m=3 时 ，(25) 的 解 是 


u(1,0—tQ, + RGR 0, 


这 就 是 著名 的 波 阿 松 公式 。 
当 m 二 2 时 ，(25) 的 解 是 
cto df, ehe righe 
量 定 理 也 可 用 来 讨论 波动 方程 的 特征 问题 以 及 超 双 曲 
型 方程 的 特征 问题 的 适 定性 。 还 值得 注意 的 是 中 晤 定理 可 以 
用 来 建立 超 双 旧型 方程 的 解 的 某 些 奇特 的 拓展 性 ， 从 向 可 统 
一 地 解释 不 是 从 力学 物理 中 提出 的 定 解 问题 的 不 适 定性 。 
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$7 ” 超 双 曲 型 方程 的 解 的 拓展 性 


l. 特殊 的 拓展 定理 

定理 1 fuste DE E00 MEE Cas 
ynsi ) 的 连续 函数 ， gri 425,77 Ens 7) J& f(E, Trs Ens 1) E 
ET TN . 

Xin 

上 的 面积 分 : 

gGr 3, sast) = f- FCB ,td0, QI] 

Or 


35 95 ym T EREJE R 
0<r<r"， Sce 
上 为 已 知 ， 则 它 在 双 锥 域 
7S (i21) x 
上 也 就 是 唯一 定义 的 。 
MES g(ziyzz…yznsr) 既 在 柱 形 域 已 知 ， 则 体积 分 
GGn stas) mJ ritate ) dp= 


=f- f7 Héry plm HSn t)dQ, 
a 


在 往 形 域内 也 就 是 唯一 定义 的 ， 这 里 全 是 0, 所 包 图 的 超 球 
XP, RE TREE. 
我 们 可 以 证 明 Gr msn, Sas 7) 对 04 是 可 微分 的 。 事 
. 65 。 


实 上 两 个 体积 分 的 差 

人 (Zi 二 La 
可 以 看 作 了 在 4 上 的 积分 减 
去 BB 上 的 积分 ， 即 在 4 和 
BB 上 的 积分 的 代数 和 。 当 
4x 适当 小 时 ， 我 们 可 以 用 
VAGA y ,2m,0) 为 顶点 的 锥 
面 把 4 分 为 很 多 小 块 ， 这 些 
小 块 的 体积 可 以 用 CO, «dri. 


名 表示 ， 所 以 


a: 
GG, yti Ana yon mm) = Gyms T) 


=i ronis nee En tE, - 
0 


J 
Wt, 
aa 
Ori j 
Slin Oey ttis rur) Gr etras m) 
a* 0 dn 


= Left, antn DEO, . 
PI 


GA oi BEET, Tiii g 的 确定 ,就 能 知道 而 积分 
fst edt ,0,= 
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的 值 。 
对 @[5 门 施 同 样 的 推理 ， 我 们 就 有 
Q(x;2;f] =D; Dig, 
TAH D;Dig=D:D;g, 
一 般 有 Q[P(G,2,,..,2,)/] - PCD,,D,,--,D,)g. 
其 中 P(E, Ers Tn) Æ Bis Bos o En 的 多 项 式 。 也 就 是 
说 ， 面 积分 
[pink n E08 n ES O20, pe 
0, 
=P(D,, D, My Dn)g 
TRES 9 的 确定 而 唯一 确定 。 再 由 而 积分 化 为 重 积 分 的 公式 ， 
二 式 也 可 写成 
fef Umen R0 
uen 
Is 
+f (gté Sam EE,—X 
x Pti sta dE dé, 
Ve 
=P(D,,D,,…,D,)g, 
其 中 f=? 一 2 一 … 一 丰 。 注 意 Zi 十 6 二 TD,， 最 后 得 
QI 站 = [e[ PE, o Ex 


(zz)a<r 
i=l 


x [AEE D+ fta Be - Dx 


X d£, d, di, . 
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AER 20, BEX- 
«eaa, ined. 
GG. EDU p m 


iel | 
4 
(Tir), W k 
I-* 
y 5, Ti= XY, 
PeP(R)—-) a Y 
0,32, - 20». 图 3 


且 使 其 连续 ， 这 里 Jr。 是 以 P 为 半径 的 球 的 体积 。 由 于 多 项 

AUGKENS n) «rh 内 是 完备 列 , 故 有 多 项 式 序列 P, 一 

致 收 铭 于 卫 。， 从 而 有 

girsi | PB 
Sasi) <r? 


i=l 
x di d, dn = 


m | Y f p a [ELE] 


LES ‘a 
Xr —20)? <p? 
i=l 


X dZ dT Aa = 
=P, (x ) Cap t) 十 三 =t) V, 
j $n) 


其 中 ee IC z), gi—(Et,-,52). 
上 式 两 端 令 p>, MA 
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Tri) +f (TW -0 s 
t 


limQ [P,f]—r* JG, 县 
Xm o :4s-3Gbpay. 
这 就 是 说 ， 若 9 在 柱 形 域内 为 已 知 ， 则 函数 
fiT Enst) +f (Fi, Ts, Tn —t) 
在 球面 0, 上 的 值 就 是 唯一 确定 的 。 
AE r 变动 时 ， 我 们 就 能 知 
f(8,,9,, s Enst) - f (X. Ts Dns —i) 
在 超 球 
SG. - 20 Pn 
上 所 有 点 上 的 值 。 由 此 易 证 9 在 双 锥 域 
r +$ ETE 
上 的 值 也 唯一 确定 。 这 是 由 于 
3 aene S6 apr + < 
«Xt -nHe2 hs at HET ED n 
«v elu ate eG = 


"(et ity). 
系 “ 设 广 关于 是 偶 函 数 ， 则 若 9 存 柱 形 域 .上 已 知 ， 耻 
就 在 超 球 
SG apt foy 


上 是 唯一 唯 定 的 。 
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应 用 定 定 理 1 ， 结 合 上 和 耐 阿 斯 盖 生 定理 ， 我 们 可 以 深入 
地 讨论 超 双 由 型 方程 的 解 的 性 质 。 

2. 解 的 拓展 性 

设 UCL Ly Xu, asas Uy) Xp p PE 


m 2 
ï: E HA uM S (mmi, £22) (28) 


在 Riema RAER, XT 6A ARRIN: 设 域 


VIa try (le "n «eR, 


整个 包含 在 Bua n, Ia U(X,y t. Lng 0; Yis s Y)= 
=P E y yx) d 


lotes era 
NŠ isat c Xo «nm 0» 
上 上 定义 。 事 实 上 ， 我 们 有 
定理 2 VibG ym dist TE 
Saia, nR (80) 
内 是 定义 的 ， 则 它 就 必然 在 域 (29) 内 是 定义 的 ， 即 : 出 在 


(30) 内 的 值 ， 就 足以 叭 一 确定 它 在 (29) 内 的 值 。 
dE: rh PE ai A: ZI 


| c Rp 
M(0,7) = MQr,0), ( ovn, - | 2n wiy ) 

Jb C, 386 e TEXT -yL Eie pub i, MC, 

03 we S Goo HPL 上 的 体积 中 其 ， 也是 w+ 1 


和 上 了 上 中 的 较 大 者 ， 岂 之 ， 在 上 两 不 等 式 中 ,可 能 有 某 些 Ti 或 
(«10 ， 


某 些 Yi 是 虚拟 变数 。 因 出 在 (30) E Go, WKM (o) db sce 
(30) 上 为 已 定 。 央 此 以 (x,0) 也 在 (30) 上 为 已 定 。 
这 固有 两 种 情形 可 能 发 生 : 


WEI gmclml, di laudent ERU EA 
R, WMA 


ff | 由 (zt mi gi E yr EDdE CE 一 
Suiten 
D! 


B Js] LL CLERUM ME yrs WE 


NMureser dE dt , 


j=l 


WWR r RGR E 


全 ee Vits yi +E ) 0,= 
Or 


=| fuc TÉ Sms Ens Gs t341)dO,, 
Or 


其 中 O, JORBPEL Cn, dO, J& K: |: (tj iti A763. 


出 于 左 端 已 知 ， 右 端 就 唯一 确定 了 ， 根 据 定 理工 的 系 ， 
名 就 必然 在 (29) 上 是 唯一 确定 的 。 


情形 一 莉 m +1<<1， 这 时 由 特殊 的 阿 斯 益生 公式 有 


Sff mens tse odds - 
unen 


i=l 


fff "x, TÉ, Inn ES E iN sd, d£ = 
Sr 


i=l 


7a 


Z Wiem- 4 (*-S&8-7) 3 x 
i—m-1 [i 
Dartii<r? 
ri 


x u(2, E sIn b Est Yis YE dE dt = 


ieusi 


Ci-m-1 : m = S — à 

segaja [f on) T 
xu t£, ym Est 1, 7,9)48, Ys 

其 中 S 是 球面 Sperre, 08,33 LISRRUOR. 


命 


Jeo ffia ehm Et Ty 
8, 7 .80)08,, 
则 上 式 可 以 写 为 
128-21 


MG, 0)=) 7 cy - e dp, 


再 命 P: 二 Pi， 二 4， 则 有 


XJ (p ) 说 ， 这 是 一 个 可 化 为 亚 倍 尔 方程 的 积分 方程 ， 所 
以 由 于 左 端 为 已 知 ，J (p) 也 就 唯一 确定 了 。 了 (EH p 在 


0,1. E, Èire noz, WEER TA, 就 必 


， 然 在 (29) 上 是 唯一 确定 的 。 


3. 应 用 
X383 piik 
«12 * 


Ou Ou Ou Ou 
oy! r$ Od d ^C 


ugs 2:,22,0) 一 出 (63 Tista)» 


du ns 2,,2,,0) —0 
一 般 是 不 可 能 的 。 
W HA Quinn 
0) —0 RUAK u XF zs 是 
偶 函 数 ( 参看 吴 新 谋 等 < 数 
学 物理 方程 ， 第 五 章 § 4)。 
由 定理 2 A rn imi, 2) 在 
域 


(2 一 雄关 十 (atat, wa 
ly —y3| Sa 
上 是 定义 的 ， 则 它 在 域 
vim —21)* F (z,—28)* t | —vyt| e 
上 就 必然 是 叭 一 确定 的 ， 因 此 任 给 由 就 不 -一定 有 解 。 
定理 4 超 双 曲 型 方程 的 柯 西 问题 
Qu , Ou Ou Fu 
Oy | Oy Oni êri 3 
WC Mes 20,0) — OR aims 


E 
is, Vnt 2,,0)—0 


的 解 一 般 是 不 存在 的 。 
AE (EZ, d nus 2) 在 域 
V =y * G9 xe, 1m ile 


. 13 5 


T, 


上 是 定义 的 ， 则 它 在 域 


Iz, -21| + 
v/OLÍ =y) + a yy) 
<u 
上 就 必然 是 叭 一 确定 的 。 
定理 5 SIME 
cQ Fu 
F ôr -0, 
y, 
Ux 2, nu -1,0) = n 5 
= (TT, 48-1)» 
2 n sr2 y ,094,0) —0 


的 解 一 般 是 不 存 硅 的 。 
证 : tut RS nisap api ER, HPE, 
Dr ytty Ena) CA 
Soijee 
j=l 
是 定义 的 ， 则 它 在 域 
Sa- ua) 
将 是 叭 一 确定 的 。 
从 解 的 拓展 性 质 已 经 看 出 : 
(1) up dX Hen d. Coe REA 
向 曲 商 时 ， 问 题 是 适 定 的 ， 关 支柱 为 时 和 疝 时 ， 定 解 问题 一 般 
不 可 能 。 
(2) 上 面 的 讨论 ， 只 指出 娜 些 问 题 不 可 能 ， 并 没有 考虑 
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在 什么 补充 限制 下 ， 这 些 问 题 又 会 有 解 ， 甚 至 适 定 。 

这 个 问题 的 提出 是 有 的 ，-- 方 面 由 于 热 导 方程 定 解 
: 题 可 能 性 的 讨论 中 引出 2 类 函数 ， 真 正解 决 了 问题 ， 并 有 旦 
也 给 函数 论 开 层 了 园地 ， 因 此 估计 超 双 曲 型 方程 的 这 类 问 
题 ， 可 能 引起 多 实 变 函 数论 的 发 展 ， 田 一 方面 ， 诚 如 索 波 列 
兴 所 说 ， 这 种 定性 理论 的 问题 ， 也 可 能 大 人 有 一 于 定 解 问题 
的 解决 。 
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第 三 章 ”中 量 定理 的 推广 


$1 ”有 关 超 双 曲 型 方程 的 一 个 恒等式 


1。 基本 公式 、 正 规 解 
考虑 超 双 曲 型 方程 
u OU OU Ou Ou Ou. o (1) 


PODe xr GA: Gy OA OA 
xU fee FL. 显然 有 基本 公式 
6 
[ffir -uroa = 
y 
E 
_{ Ry, Ou 2v. 
=f JE v us gem ) eos (sz) 


Aot) mos. c 


KAPO) Be, SENAMA ILU 
<, 


i-i Ox 
"E Q (3) 
Wi Aano, Daia, 

在 球 坐 标 变换 
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EA — z? —psin8cos 9 , 
| r,— 一 2 一 psingsin 9, 
Xs 一 2 一 pcosb 
F, (3) 变 为 NL 
^2. 
EET af nog aug 09:7 
ps, 


dv, An 2 at 
7 do! p^ 0, 六 一 
用 分 离 灾 量 法 ， 可 得 这 问题 的 解 是 
d"P,(eos0) . [ET 


Vas = 8" Sin"Ü« — A rom 
(deos) i 


1 d gi, 


D ELLE 
Pu (2) —- 2"m! da^ 


m=0,1,2,…; p=0,1,2, m. 
同样 考虑 奇 型 固有 值 问题 ; 


A o 
dv A Sos oy up 
A179 Xy: yiyi, 
m 
这 问题 的 解 是 
i d^*P,,( cos£,) 7 COS MiP: | 
ta 一 Sin 9: ^ Ca cosB,)^ Latus. } 


m,—0,1,-, p, —0,1,2,--,m., 
FR (0) 0 的 9 可取 为 
Dmm euy T Umu* miu) 
Uso» Unos 为 二 拉 普 拉 斯 函数 。 
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2, 解 的 中 量 
db EURO BEC TORO LE RI, SERER 
airs, Dyrt 
i3 i 
Big XLI BERT WAAGE, Too uus ET AAMER 
ARD, Vitib n PH 2 AR: 


LI 3 
(Zi 一 7 ilg, 2Xci—-rbDs, 
S5 T Sz: a 
Don- Ki, Diri = 
[121 fm 
则 有 
二 
A {fd „a 
| os uas = 人 "n ds] gs 
EA EA 
注意 到 
,du de 2) Qn 
"X "da da T2uv— , W S lb, 
o de u de do + Qu L. dE 8. bs 
Cn Ct 
则 有 


-| ordo | doff usdQ, 4- 


à, à 


tmf’ g? co ffe pue 
=—{? A. p aj: o,f fwväa, + | 


D, 


a 
+2mt | p dp J| «e [firda 


在 上 式 中 命 


3- [[ so ferta. 


WM 满足 的 方程 两 端 对 s RI t 求 导 得 
(2 "ones 2 并 = IG am +1) Jits M. 


os Vs — õi 
由 此 得 
0 (8 2(mt+1) -$2(9.?20m*1) 
ds s s Jue mi os t Ja A 
(49) 
其 中 


Muny. o GO? sinbab| sing, "n 


ie 3 
dep LIII PL , 


Oy ELO LBS S E CL) agn rp e, Mrpot el 时 即 上 章 中 
定义 的 中 最 。 

我 们 知道 ， 当 m,m, peus 取 各 种 可 能 整数 时 Unos 在 
空间 O, q, 06, 1) 形成 一 个 完整 的 正 交 系统 ， 换 名 话说 ， 
Mas ws 是 必 的 广义 付 氏 系 数 。 此 外 ， 容 易 验 明 它 有 下 列 性 
DES 

(1) Mangre Miu, 0) 

Mm ss — é) =M nmal S9 t). 

(2) Zi sU EB MG, DI S20 一 样 趋 于 零 。 
而 上 趋 于 零 时 ， 也 有 祖 应 性 态 。 

这 样 ， 命 . 

Mamea = sr "+ mt M 


mma mmi? 
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则 Musso, 所 满足 的 方程 就 变 为 


SM.) O2 Mu 42001) OM _ 


es? E s ôs 
2(m, +1) 9M 0. . 
Vedere Ep (4) 
这 时 ， 显然 有 
oM _ eT 
CAPt-0, GM o:-0, 
` Mam ET 
=ar =l, 4 t=0, 
这 就 形成 两 个 奇 型 柯 西 问题 
4, 
Manlio =f), (B) 
OM mms, =l; 
6s 190 i 
PITT "E 
M lisi 982; (6) 
2M nm | E 
et re. do 


RUES) 和 g(s) 该 有 什么 关系 ， IE 
问题 的 解 ， 才 会 在 8 二 上 上 祖 重合 。 在 考虑 这 问题 之 前 ,我 们 
先 讨论 一 个 唯一 性 定理 。 

3. 唯一 性 定理 

定理 和 若 ?是非 负 常 数 ， 则 柯 西 问题 

Ou u, p ĉu 9 ĉu -0, 


Or? Osi r ôr s ôs 
ou (7) 
utr,0) — f(7), X, 0)=0 
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的 解 是 唯一 的 ， 再 贴 就 有 无 穷 个 解 。 
证 : 36 q-0, MA u- KGr)s!t 是 (7) 的 解 ， 只 须 


K” (r) EK G)-0, 


这 时 utr, 0) =r, 0) - 0 AT ORT IEE A. 
车 Y= 0， 解 是 唯一 的 ， 因 古典 唯一 性 定理 适用 。 
34»0,4 ur zs， 则 (7) 的 泛 定 方程 就 变 为 

Oz dz q 2 2(2 p n 


Qs! ðs? s Os 2 


RADERNA 2 » 然后 在 梯形 4BCD 上 求 积分 ， 则 因 


在 8=0 上 有 s Pe PL, dw 


P (Tosso) 


—— 
9 A Cres fon) Birgesso) 7 


. 81 。 


O23 O22 9 p 2 dw A 
es 


WEN 1 AY nm 


: .:8 0s ` - 
E ez Oz TAN (22V* 
-— | EAM SO (407 
BC+DA BC+CD+DA 


0 pee JE MR ann 
LED O E 


(pere po END- 
DA BC+CD+ DA 


X2 
— 2q f E) drds, 
AlBcp 0038 
R>, 所 以 荐 重生 -1)>09， 刚 要 这 个 数值 笔 于 零 ， 非 得 
2 WERE LRO 尹 上 为 零 不 可 ( 出 于 dr<0， 此 时 等 


式 丰 边 的 秋分 均 为 负 ) 。 根 据 十 典 叭 一 性 定理 就 夭 道 > 和光 
在 三 角形 PDO 上 上演 等 于 零 。 因 九 可 以 取得 任意 小 ， 所 以 在 
三 角形 P4 妃 上 就 非 恒 等 于 零 不 可 ， 叭 一 性 就 证 明了 。 
PLN WEE 
epo, wars 


. B2 » 


A NE 
BC+ DA BCX-CD4 DA 


但 我 们 又 有 恒等式 


Qde =— [| $ Qydsdr, 
BC+UD+D4 ABCD 
其 中 
ET EE S 了 zu» 
Q8 As AQ — s?)  4qi* b ai 2( 1) 
因 之 有 


的 
BÓ4DA BC+0D+DA — 


ABCD 


IARAA S FAS z AGEIA, WIE BLA Ae E 
lj. VIE BU USEE SA M 9E L3 A CR e 2 
S EC D ERSTE. 

注意 1 ARW, WR r so, 罕 则 点 4 


Pa 将 不 合法 ,但 将 假 定 解 在 一 # 仍 


DEAE 


注意 2 。 在 上 述 证 明 中 ， 显 然 应 假定 
JG en 
存在 。 


注意 3 ”这 定理 还 可 以 推广 到 Pp ,9 不 是 常数 时 的 方程 ， 
此 时 @ 满 足 的 黎 加 梯 方程 不 一 定 可 直接 解 出 。 

4. 柯 型 柯 西 问题 的 解 

通过 唯一 性 定理 的 讨论 ， 对 奇 型 柯 西 问题 (5) A (6) 显然 
A: 范 吧 十 1 这 0， 则 (5) 的 解 是 唯一 的 ; 若 吧 +I<0， 则 (5) 
的 解 不 是 唯一 的 。 车 mi: 十 1>>0 ， 则 (6) 的 解 是 唯一 的 ; 4i 
mi 十 1<0， 则 (6) 的 解 不 是 唯一 的 。 

为 了 解决 这 两 个 特殊 的 〈 支柱 是 奇 线 ) 柯 西 问题 ， 我 们 
先 用 里 曼 方 法 解决 下 面 普通 的 柯 西 问题 : 


| (4), 
" Mm|  - (5) 
Ms, T =f), ^x i05 i 
(4), 
| M nms jeg =g(s), | 一 0， (61) 


其 中 a, e: 是 小 常数 。 
但 (4 dn D 


Ls | Cz Din $) Um, Y 3) isiyi 
, 33 F irj! (m=i) (m —31643)!* 


其 中 


Az gti imi, Tong. Sont, 


OE E897 i9) (8—£—8, tto ), 
488, 


9849 


| 
| 


y= "GTC RS EORR, ») 
故 (51 ) 和 (6 ) 的 解 都 可 用 里 曼 公 式 表示 。 
在 (5 ) 和 (6, ) 的 解 里 ， 分 别 命 s ,ss UFE, R 我 们 就 得 
31 (5) 69 U (sos 1) (6) 的 解 U1(86，、t0) 分 别 是 : 
_1 Gm 1)1(7* 

U=7: m! | 
5 [m]; [CB +z) -B-y) 1" (28)- 81280290 ， 
Fo $1 G Em) Ln y (vo — Yo ) 

_ 1 (2m,4-1)! 
22-105 | 


d 


[G8 —2,) (B — 1*7 (28)"7**! g(28)48 


e mE m K e yo) 


S, gro, 8o 一 上 一 Wo， m= 508 ED, 
综合 工作 并 不 难 做 。 
5. Mile X 


和 欲 上 二 解 在 S i, 上 重合 ， 我 们 必需 有 
Gm Dare 


Ql) =- 

frg entes pong (a8) 
o (e illit m,)!z$ 
_(2m+i)! gmt 

Sm o ` 

, (n a [7m,],27*7/*1(, — B)i*»gr*m*'!f(28)dB — 
o PB j1Cj m)tzid 
=Q GG), (8) 


» 85 o 


do, 8 都 小 于 玉 时 ，&#% 是 ( 卫 的 正规 解 ， 则 (8) 就 必需 在 
[o ,过 ] 上 得 到 满足 。 

(D mm, 则 gs) 必 需 有 也 一 ml 阶 微 商 , o 
f(t)， 则 (8) 就 是 g(8) 的 伏特 拉 第 一 类 积分 方程 。 命 


"s — BmtmBmimstl 
8)-[ (n 2A q(2 B)4B, 


则 (8) 就 变 成 G 的 欧 拉 方程 


Qm, 1)! Sy Em] 29)" 7! asso (x) = 
"i : È (4! G-2?(5)-Q; (2), 


这 个 欧 拉 方 程 的 特 证 方程 是 


2 [mi (a 1)..(a— m *4-1)— 
20 H 


-2"(a—1)(a—3)--.(a—2m--1)—0, 
所 以 
G (2o) =c + Cti d ev 2) 
LII $. 52)m-1 
Heiane yer Od 
Hypes, e, Cn 部 是 常数， 这 些 常数 都 应 该 是 零 ， 因 为 当 
Zo 趋 于 霉 时 代 和 右 端 积 分 都 是 和 22387927 同 阶 无 穷 小 , 因 之 


ml dr+retl yt 
qOn)— uim IT deme 
Xa a» l)2ym-1 
f Sino. (9) 


若 已 知 g(s)， 则 (8) 也 是 了 (#) 的 一 个 伏特 拉 第 一 类 积分 
方程 而 有 
，86 。 


m! Lind P 
fn). pon dye 


(2) 车 W/m， 则 了 ( 科 必 需 有 Ti 一 m 阶 微 商 。 车 已 知 
fC), WBA O), FCA g), MPAA). 
(3) 3$ m,—m, MAF) P m=m = 时 
则 得 阿 斯 盖 生 定理 。 

6， 进一步 推广 

考虑 更 一 般 超 双 曲 型 方程 

$ CRA 
fa xi 


这 总 引导 我 们 考虑 下 列 因 有 值 问 题 : 入 使 下 ARA "M 
LED : ; 


*opGn.2,,2,)u— i5 "ELEM a1) 


ded pue . 
Sé pGs yas 2 )u 一 0 在 了 OAC E 


Z Eae. fc V, 893082 8. E, 


uS, 上 的 内 法 线 。 
这 问题 有 非 零 解 。 而 且 若 0< A« p, tis 2) B, X6 
末 ， 问 题 的 固有 值 是 


m as 
M-amy- "Ya +so(1), 


其 中 A«ax B, o(1)füs SHETE, MH. 
m+i[xi<(m+1)?, m-0,1,2,. 
注意 , a 可 能 有 m+ ARAE, aF — 
21,73 的 函数 。 
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命 相应 于 这 些 轩 有 值 的 固有 函数 是 
Dua 01 2.4345. 21,2308), 
其 中 m==0,1,2,…; p —1,2,-:,2m +L, 
SEE, RARE 


S 
M 5 GI deu 0, Te. Vas Bus Lo <ih, 


0 9s EV BAR S Ea na, 
nn 是 8 的 内 法 线 。 问 题 的 固有 值 是 0 007 
一 is 
pam Io Ai i o(D 


设 相应 于 这 个 固有 值 的 固有 函数 是 


E YY Ys Viii sc i 
Ap om -0,1,2, 91,2, 2m +1, R 


AÈ, dmna BERODD 
仿 前 讨论 ， 从 基本 公式 出 发 ， 若 必 是 (11) 在 
Praias, Diyip 
内 的 任 一 正规 解 ， 连 系 于 伴随 算 子 的 函数 取 为 onay M 
可 得 与 (4#) 极 相似 的 广义 欧 拉 - 波 阿 松 方程 


ô ð [2 t 2] 
ada, 2 00- s) teo P4 02) 
其 中 
x a 2€ .^ e : 
M = G1 |" singaðf” sing, at, f ae[' Up Ud, 


CARRUEXUISM RAAEN, XUBAESM REO) 
入 地 了 解 。 
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$2. 某 广 义 欧 拉 - 波 阿 松 方程 的 研究 


在 方程 (12) 中 取 
Ms) T sg(s’), 


P=- te (0), 


则 (12) 为 如 下 形式 : 


[29 2(m41) : 
AC engli 


e 2(m,-1) . 
-并 -et cec 


再 经 过 适当 的 函数 变换， 上 方程 可 化 为 


9 u,[2 1 
da +[ ERED $ rper) eu : NN 


e 2 1 Qu 
2E sp, (3) a» 


为 把 这 一 方程 的 讨论 深入 下 去 ， 有 必要 研究 (13) 的 里 曼 
函数 在 奇 线 附近 的 性 质 。 

(3) im ,m, FREER, p,p, 是 正规 函数 ， 并 假定 
9(0)3€0, 9,(0) 70, 

我 们 知道 ， 想 把 里 曼 函 数 用 具体 形式 表示 出 来 ， 一 般 说 
是 困难 的 ,(13) 的 里 受 函 数 正 是 如 此 。 然 而 ,对 于 含 奇 线 的 双 
曲 型 方程 ,研究 里 曼 函 数 在 奇 线 附 近 的 性 质 ,对 于 进一步 解 奇 
型 定 解 问题 ， 对 于 探讨 解 的 性 质 ， 无 疑 是 有 决定 性 作用 的 。 

定理 方程 (13) 的 里 曼 函 数 v(r,s; ny so) 必 将 取 如 下 
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JER: 
v(r,$5 i489) — r$ F (T38; 0,480), 
Rap F RERA o 
W: 我 们 暂 把 (13) 放 在 一 边 。 而 考虑 方程 
PoE E oo 
E3RL A SEC 
作 自 变量 代 换 ，7? 二 2 一 y: s$ 一 Z 十 y， 方 程 (14) 变 为 


E [Zia )De(z—y y) - 0 yen 


(15) 
其 由 U(z,y)eu(x—y,zcu), 不 难 验证 在 上 述 自 变 量 的 变 
换 下 ， (4) 89H 8 iG XCS T (19) 0H B BUS, MASHER 
函数 ， 是 下 问题 的 解 nm (zs20i BoY): 


to, (2 9 [rtl jga y) 9 (ETY )» =0 


Bry  \ðx Oy 

oz os) exp {— -| [23 + (2o =y) 
P (To —Y ^j. 

V(XYo; Yoyo) = exp MESS. *tG-u) 


9 (r—g, *) da]. 


E iiti 3 58] RAZE i ZX iii 
viUr Y BoY) = 
=V (eys espf | nans p npc } 
o 
下 等 价 于 下 面 较 简 单 的 问题 : 
. 90 ， 


2:23 (m 一 de) + v(? 2 puri 


Or öy dr Oy z—y 
T (x, y)V =0, 
/ —- mad 
V (ost ao) m (1) , 
o 7 yo 
oy, Nm 
V (z,yo: aa) ms) , 


其 中 
(x, e - im eei) 


[a-y € Gy) a-)* ea) J. 

求 这 个 问题 的 解 的 方法 通常 是 把 问题 化 为 等 价 的 积分 微 
分 方程 ， 然 后 用 比 卡 逐 次 逼近 法 。 但 是 ， 解 上 问题 有 实际 上 
的 困难 ， 由 于 积分 号 下 有 末 知 函数 的 微 商 ， 因 而 逐次 逼近 的 
计算 相当 复杂 ， 我 们 不 这 样 做 ， 而 是 先 把 方程 中 瑟 (z，2) 矿 
这 一 项 移 到 等 式 的 另 一边 ， 然 后 由 里 曼 方 法 得 积分 方程 ; 

Vy; zog) mV Guns zu) 

«FE V (2 ,y's wy) b Gi y )V (^ s Coth) 
da'dy^, (16) 
Bap 
V Gy; Xo ,Yo ) = 
EX (z, —39,)*0*P 
(ty) (x —34,)7* 
RE FJL Grm) (yo —9) 
REFALAS, o mt Ce 
从 上 述 积分 方程 着 手 ， 我 们 要 证 明 


F(m+1,m+1,1; c), 


«91.4 


VGsun zog) XV. ， an 


的 收敛 性 ， 其 中 
Vo=V Gs 2,4), 
sp V (a! A mu) Qr y! )V sa Qo hs 
25 ,7/,) d dy’, 
n=l, 2, = 
3t deV ERR e y= MER HEZ, RME 
证 明 ; Pu 在 区 间 和 (zy): Kto, YY, 2 一 y==8} 内 一 
致 收 租 。 因 而 证 明了 此 和 函数 是 积分 方程 的 解 ; 并 其 形式 
V —(z—y)FiG,s Yo yyo)， 
REF, 是 正规 函数 。 
事实 上 ， 
moo (BYRD fv yo)" , 
Pie e e ea] 
-F(-m, —m, 1; o) 
S AG -y)G —=y)” Gs - y)"Gr 9) 777, 
其 中 4 是 与 y9 ,wo ,Wo 无 关 的 正 数 ,例如 可 取 4= 了 (一 mn， 
一 m,1;1)。 因 为 在 所 考虑 的 区 域 上 | o | 1,38 BF (Cm, 
一 m,1; Ca ) 是 正 系数 多 项 式 ， 因 此 上 面 的 估计 是 对 的 。 又 
A!M(z—4) LI LIT 
Wis (2o — 9,)*7* LL 


yla y") YO) GM a. 


(a! —g y^ ‘dy’ < 
A* M (z— » fz 
ergo], e errata 
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«AM G- y)(z—3)nG, 9)" 
(m 4t 1)*(z,— 9,)?"* i 


HKapM & IO [RJ EE ÆR ERIT TUR E XXGE ROB, RIE 
EDT RERS mra Y, TEA REIA ERES 


(m AT?M*(r n thv - ttr) 
LES [Cm DG, - y)" 


n=0, 1, 2, 
因此 ， 也 就 证 明了 (16) 的 解 采取 (17) 的 形式 ， 并 且 由 我 
们 的 估计 可 知 (17) 的 形式 实际 上 对 于 任 一 点 (ze ,yo ) to 之 bo 
都 成 立 。 不 难 见 对 于 zeo<y 的 情况 ，(17) 同 样 成 立 。 
因 之 得 (15) 的 里 曼 函 数 ， 从 而 得 (14) 的 里 曼 函 数 
VCT; 79,89) —Tfi(m,85 F030), 
其 中 访 为 正规 函数 。 
Zu [AMED + zsp, Go] T as) 
的 里 党 函数 为 0.(7,8; yoyso)， 则 必 
Va (7,8; 00,89) —8fa (0,8; 79,89), 
其 中 户 为 正规 函数 。 
现在 考虑 (13) 的 里 曼 函 数 。 
方程 (13),(14) 和 (18) 顺 次 用 函数 变换 
U =p- g- mt) -J pn nan- fgn? )nin i 


U =r- e -f'eG?)nin zu 
和 


U= gene oe- Pi(n2)ndn ü 


. 93 。 


则 变 为 方程 


vU.S Uere GU-0, (19) 
2U eU Amm 20 
op AU Sy tp (r)U =0 (20) 
和 
eu eu ; zi 
Dr ds 十 px (s)U = (21) 
其 中 
pı (rm) — 
-ERORI - (me np) -pU - 29! G*)e*, 
p, (5) — 
= Im tD — (2m, +s)p, (s?) — s*p, (s?) — 291 (s*)s*, 


用 阿 列 夫 斯 基 的 结果 (OrmeBckH 首 ，M. H. MAH, CCCP. 87, 
337 一 340(1952))， 立 即 得 (19) 的 里 曼 函 数 
Dr,8; 79,8.) =V, (7,85 72,8) + 
r—rQ H 
十 f V, G8: To mh Gon. Stag, 
8-890 

fp 0, ,三 为 方程 (20)，(21) 的 里 曼 函 数 。 并 月 不 难 证 明 ， 
相应 于 (* ) 的 三 个 消 数 变换 有 


taln? 
万 2*)n dn 
3 =0,r" ief P?) vi, 
5 *qi(1*)n de 
Ds= 6s stief «C (y, 


VÀ E 7j (13) 89 IE SE eC o A 
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T= igm +1 gf POP änt figi nan p 


其 中 ers e. 0 为 常数 。 
由 此 即 可 断定 (13) 的 里 曼 函 数 必 采 趟 如 下 的 形式 
0(7,8; 79,80) —r8F (7,81 79,80), 
x UL PF H EUR E. 

38 Lys. Jy 3g Naro RE EET RU BT 
TESI EU, nIELSE-- 22 E (3) (12) FR RZ P8 8 pi P8 [3] 
题 并 考虑 在 奇 线 ? 一 8 上 应当 满 足 的 条 件 , 从 而 得 到 相应 的 定 
垦 的 推广 ， 这 些 都 还 有 待 进一步 深入 。 


$3 列 维 的 结果 
A IEZS ECA AUN 0 75 


me» Zu Y Su 
ou m ài Ab yi —fG,, 


这 里 zo n vro 43), Y= Qa Yi sse 
设 4 是 一 正 数 ， 考 虑 曲面 (C )， 
rM $-—o, 
其 中 


显然 (C) 是 超 公 曲 型 方程 的 特征 曲面 ， 耐 昌 通 过 ?=0,s=- n 
tij r=a, $s=0, 
Du 
e 8 T 
rsCqum- 2r (nsu) agr (08 FA Lum Iis, 
(22) 
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这 里 人 心 是 仅 包括 对 于 球 r— EXE. Qu 固定 时 微 商 的 线性 
微分 表示 式 。 同 样 八 ,w 是 对 于 球 SER, (no 固定 时 微 商 
的 线性 微分 表示 式 ， 特 别 是 人 ku 在 ?一 常数 ，9 固定 上 的 积 
分 为 零 ， 类 似 地 作 八 :2& 在 s 一 常数 m 固定 上 的 积分 JE 
为 零 。 


这 些 事实 ， 由 恒等式 
ou * 
E: aer P 3) (ru) 4- 


T 
d. Ti ð ty EEG 
-RexAx(G Y EE ») ú 
都 可 得 到 。 


考虑 沿 (0) 的 五 重 积分 


Jas] aw] [oris 


其 中 i 是 在 (0); 7 二 i，8 二 4 一 4 上 的 长 度 参数 ,deo,， do, 分 
别 是 二 维 球 7= 常 数 ，%/ 固定 与 = 常数 ，% 固定 的 立体 角 
元 素 ， 显 然 


并 由 恒等式 (22) 得 


faf fa ] fursf cs, yj= 
Jeff (B e 
=4 zo(ff dou(r=a,s=0) - [faor 0,50). 
RREAK C AE ARE R EI 77 8209 E Rcs o FILS 
dA OE REAEGERR, SRI ALONSO MC 
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等 式 洛 特征 册 面 的 积分 而 得 到 的 。 8 1 中 阿 斯 盖 生 定理 的 捧 
广 ， 是 利用 了 基本 公式 ， 在 基本 公式 中 联系 于 伴随 算 子 的 函 
数 取 为 三 拉 普 拉 斯 函数 的 积分 而 得 到 。 问 题 是 可 否 利用 基本 
公式 、 基 本 解 来 推广 阿 斯 盖 生 定理 。 这 将 在 下 节 中 阐明 。 


§ 4 一般 非 齐 次 超 双 曲 型 方程 的 中 量 定理 

l. 非 齐 次 方程 的 解 的 中 量 

者 虑 方程 

F(u)sm = 如 Ai xD)- f(x, y), m2, (23) 

4 
这 方程 的 伴随 方程 是 
GG 9s = 

则 有 基本 公式 . 

reff- sJIsio-a oes 


= ^n. f POE xs -u2 yri- 


w eu Oo» X. T 
E » ; 
Sr tr 8 


EEKAN, WV JI Ru, MA RAR: 
Sa-a, Sw -ytres, ; 
uj F(u)-0 dep L ENR, vA Dn, n D 
Jy 3 x i8 n E JL P S RGA 


975 


r 23-2 - Sony. 

DEZES 1 的 讨论 ， 可 引出 起 双 则 型 方程 (23) 的 解 在 球面 
Da) = Dy) 

上 的 中 量 : 


MG, 9=ff [jute MES Bis)dQ,dQ, . 
Aa 2. 
Mr, 8) Li AL 
M_M m-l ad m-l 2M 


Or s? 7 0p — s gs 
-hGS, C>, 

M, =F), Ga 

oM (0220) 


ag (Ts 0)=0, 


与 OM EM, m-1 ôM m-l 0M — 


Qr Os 7 Or s 8 

=f; (r, 8),  G«s) 
M(0,s)—9(s); Cady (25) 
oM - A 
g 0-9. 


2. 3p a Ae 
性 虑 问题 (24)。 首 先 ， 我 们 注 
如 下 两 个 定 解 问题 的 解 之 和 : 
9M CM, m-i M m-l M y 
ôr? Os T or s ôs ! 
M(r,0) — fG), 


2M (s,0)—.0 


tj, CHDRUAE KIRAI 


(24, ) 
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M_M, m-l M m—1 0M - 
Ok Os ^ v — ar s ôs 
=f, (r,s), 
M(7,0)—0, (24,) 


2M (,, 0)=0. 
(24, ) 的 解 己 知 为 
M, (enm TERT M facce i 
i 
A-4) E da, (G5), 


(24,) 4080, rh ELE 7; E COG28 — 8€ 8 1 ) 可 以 求 得 
M, (7,8)= 


a ^t i "t n-8 
UL je) nu 2 ) 小 cal x) ls 
2) (rg)? 
x (3 Som, 1; o )f (EaD 
其 中 五 为 超 几何 函数 ， 


[Cr 8)* - CÉ-9)* ]((£— p 一 (一 5 ] ， 
REF -(r-s) 1G 93) -CÉ-9»*1" 
D' Jjili 9-0, £4-9—r8s, 《一 0 一 7 一 8 围 成 的 域 。 
基 此 ，(24) 的 解 为 
M (7,8) M, (7,8)+M, (r,s)= 


-DOv-D [ fais) kii * 0-3) E da- 
r2 ) o 
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f[etexe- (E-m)? j: E Erea E X 
EHI (rs) m-i 


x PO)fiGDAD', (>s>0， (26) 
同样 ， 可 以 求 得 (25) 的 解 为 


M(r,8)= 
B (nij Mc 'a-ay s we 
? j^ 
1 ((Entte-e)* (E79? IE my (rs 


xF(o)fh(E,mdD", (rcs), (27) 
Hop D" JXjé-0, £-g—r-s,E—0—r— 8 所 围 成 的 闭 域 
3. 中 量 公式 
当 7=s 时 ， 欲 (26) 及 (27) 代 表 同 一 个 函数 ， 则 有 
f Ur E) -FrV 0-2) $ di PQ), 
其 中 
P(r)= rg z Jn p[4r* 一 (有 一 D RA (Gu. 


PUT J ji 
0 


p(3 m, $—m q, [4 -C+ Jm» 
xp 27 xU (Gru (En) 


fi (EmaDs, 
DJ £—0,9—0,£--n—2r 围 成 的 闭 域 。 
令 eX t, 2r=v p, W$ 
«100. 


* e n- v nes E 
FD -I ec onfa- 


一 p (28) 
Mm SAM, XPOS)mi  — y 得 
Fo p)- gv Pp)= S: 
yo)! 


Send 1 次 得 


. KEA 3)- EOM. 
0 


EM 
VUE ? dt 


这 是 亚 倍 尔 积分 方程 ， 它 的 解 是 
15 
F ERU 
FO- 8)=- n) ESI i 
i p( v t 
[ eC]: oom 


于 是 得 到 非 齐 次 方程 的 中 量 定理 ， 
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定理 E Ronam 维 空间 内 一 闲 单 连通 区 域 ， 是 非 
齐 次 超 双 曲 型 方程 (23) 在 Ron HERR, yi) E Rin 内 
任 一 点 ，t, 是 使 域 
VS 一 2 A3 =y) Kt 
整个 在 Rs AES MHT, s 是 适合 不 等 式 


DESI 


的 任 一 对 正 数 时 ， 包 在 
六 Cr- 一 GO 
上 的 中 景 为 (26) 与 (2?)。 当 m 为 奇数 或 偶数 时 ，F 了 与 9 分 别 
由 (29) 或 (30) 相 联系 。 
(29) 或 (30) 分 别称 为 当 加 为 帝 数 或 偶数 时 ， 超 双 昌 型 方 
程 (23) 的 解 w 的 中 量 公 式 。 
Hm= 时 即 得 列 维 的 结果 。 事 实 上 ， 由 (29) 有 有 


JO^g)-896/9)7 zzj.« v p - (Ep - EXE, 


即 


Ana [ute t aj2,94)dQ, -jes sY: Bia)dQ,) = 
" 9, 


= cas] [Jeca rct + ory? + Bia- 8020.40, 
9, d, 

WE AER KEDUN RE, ZRXDARRVASUEEUB V vct. 

4. 中 量 公 式 的 应 用 

考虑 非 齐 次 波动 方程 的 特征 问题 
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Ou õu Ou Gu 


(ZI Day Loy ZE 十 2 十 28) 一 0。 
IR un, sv, E)E, (Ti, Ea, 2,,0) 是 特征 锥 


I= FARE IL et c ie - Int 
时 ， 由 中 看 公式 (29) 可 得 
4 = 十 | u(Kitair, DdQ, — filani tadaa J= 
Qa fe i 


=- [aef] [Si orae os Bir - 020,20, 
à, À, 


在 上 式 中 令 Ej—0, , $—1,2,3,7—1, W 
izi[ fuco, abd, = 
Q.. 
Si «f 用 -oreeiraG-eaouon 
上 式 可 以 化 为 
4 af «c r)dr- f 四 | &aef [rcs wo, " 
3 M 


+] erf rtt rm, 
0. 


上 式 两 端 对 至 求 导 ， 并 注意 到 
fan E ea erste no.- 
| j 
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- ras" gag [feis tme 
Ln 0 a, $$ 
我 们 得 到 
tel0,D=|* ead ree, 1-02a. 
m^ E 本 二 “6, . FER 
考虑 特征 锥 21 toj teim t? 内 任 一 点 (zeiy 5), RRIA 
道 ， 有 无 穷 多 个 罗 伦 兹 变换 保持 方程 或 特征 锥 面 不 变 ， 而 且 
bd ede beide 
, RAE u RRIA UG und uns P), 


iR fnere DA fiGH uan uml 0), iij (y 
U (2t, “3 72)= 0， 


fi 一 -Go "m i^), 


no7mXagptbt, 
tM. izj tbt 
是 我 人 DENS ERAM 于 是 ， 我 们 有 


OP statt rds )= U(0,0,0,/11 —5 S731,)= 


z -iL | taal | f Guettan 


HRE RREAK, UL Hie RU E x 程 的 定 
解 问题 ， 如 非 齐 次 波动 方程 的 柯 西 问题 ， 非 齐 次 超 双 昌 型 广 
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程 的 特征 问题 等。 

作为 推广 了 的 中 量 公式 的 男 一 应 用 ， 考 虑 以 下 非 齐 次 方 
程 的 解 的 拓展 性 质 ， 这 种 性 质 对 讨论 某 些 非 齐 次 方程 定 解 问 
题 的 不 适 定性 是 重要 的 。 

5. 解 的 拓展 性 质 

为 方便 计 ， 将 中 量 公式 (29)，(30) 统 一 写 为 


M(r,0) —M(0,7) -h(7), (31) 
这 里 h*) 是 当 m 是 奇数 或 偶数 时 ， 将 公式 (29), (30) 的 右 端 
项 中 的 p 换 为 的 结果 。 
设 WZi 01,1, Yn) AE EDDIE] 
ey ou ^" 
RS E + -名 Sion y) 


(mi>,ln >) 
在 域 Ryo4i 内 的 正规 解 ， 设 域 


Jn Pes n (32) 
整个 包含 在 Ruri 内 ， 则 有 
定理 356 ui, 23,0, Yn) EIR 
Sr) Ss, SKR 83) 
是 定义 的 ， 则 
Usus Eus) 十 
Tu, muy — ats) 
WERC | R& E Xj, H: w%(z,0,2) 在 (33) 的 值 就 足以 叭 
一 确定 它 在 (32) 的 值 。 
SES 由 中 量 公式 (31) 当 十 1 之 nn 时 
. 105. 


un, £r n Ens Eis) dE, dé dt — 


= fef Bm E88 dt 
t 


$: 24er 
1 gml "cR ES ii 
Sg Ay, (OKeR -4 Xmu) 


AFERA m KANE 3509 C, Ao TS UL Sk CE 
了 ， 于 是 也 就 知道 
WE e LB, Yn) UD Tn — 5,8) 
在 (32) 上 的 值 。 
当 m 十 1 之 mw 时 ， 由 中 其 公式 (31) 有 
加 | WBE nt En Ems Ys Yn dE dE, — 
Saee 
i=l 
-oje[ Westm Otis E046 
$r 
i=l 
1 YN oon 
- Morc, ( Osee, - tg, - t? ) 
L5 
加 | ui e vimm HE Esas yn Or-n-2 * 
Suse 
[mi 
—m-2 1 zu 
B(8— 2-7, 4). (»-$ e) 
E d£, d£, 4—$(,y,7), (34) 
. 106. 


这 里 
$(,9,7)— ff ur; ydas lY FE Ya F eg des 


di t LAG), 
(34) 又 可 写成 


voe pr) "de= 
0 


doc pa, 1 - $n, 
Bm 1) 


J (p)= f UE FE Ent Ens Enns Yi t 
t 


My y, ME, rte d£, 
4p =m, =r, Wf 
n-n-8 


d (mip) * - 
f J (p) He VE dp, = 


ly Vr) 


= 


2o, B(* —qm -—2 3) V 


由 于 Ulay me0,),77» YEGA E, HERAA a 
己 知 ， 而 上 式 又 可 化 为 亚 倍 尔 积分 方程 ， 央 此 ， 我 们 就 可 知 
PECES 
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上 的 值 ， 于 是 
WP Lng bY Ys) + Ts Ts — $Y Yn) 
在 (32) 上 的 值 就 己 知 了 。 
由 上 定理 ， 不 难 有 
R HUE 2499,79) TERR 
SXsc-atr«s, 六 or 三 
上 定义 ， 则 它 必 在 
JS Gia eS i yp? SR, 
i=l í-l 
EZX; 
用 上 述 拓展 性 质 ， 仿 第 二 章 可 讨论 非 齐 次 方程 的 一 些 不 
适 定 问题 ， 这 里 不 再 装 述 。 


$ 5 ”一 类 高 阶 方程 的 解 的 中 量 


中 晤 定理 的 重要 性 在 于 ， 不仅 可 用 来 讨论 某 些 方程 ， 其 
些 定 解 问题 的 适 定性 ， 而 且 可 用 来 建立 超 双 曲 型 方程 的 解 的 
奇特 的 拓展 性 ， 从 而 讨论 某 些 方程 的 不 适 定 问题 。 
自然 ， 对 多 维 高 阶 方程 建立 中 量 性 质 是 重要 的 。 
”考虑 多 维 高 阶 方程 


F(u)=(43 — 4 )u=0 (35) 
这 里 
2 pa e ES eo 
x— rt 43a ar 
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1. 基本 解 的 构造 
方程 (35) 的 特征 四 次 型 为 
A (2, ,25,75,745. 09022922) 一 
—cic-2zxizid4cxií—2$—2m$721—752, 
其 由 
or z or E or E or 
x f 7 n^ 7 ón? 74 y," 
TRASES 中 的 函数 ， 在 荆 =0 上 满足 
特征 方程 
(£f. QE. OD DIU. uguale 
EE dy, ETE y, ` iis a) 


mı 


GE EGEE- 
2 ENE "X4 
GE -GEY( -GE -n ao 


这 种 特征 曲面 ， 是 过 四 维 空间 一 定点 ， 方 程 (36) 的 特征 线形 
成 的 积分 锥 面 ， 这 种 积分 锥 面 即 特征 角 面 。 
求 特征 角 面 的 问题 ， 就 变 为 解 下 列 常 微分 方程 组 的 定 解 


问题 : 
dz, — dy n dz, ES 
mitm mamitas atmi 
Z: qg 
marr Sos 
dri P 37 
Mi=, (i=1,2,3,4) so 


2,(0) —23 yi (0) —y1,2,(0) —73,4;(0) =y; 
mi(0) 一 moiy ($—1,2,3,4) 
其 由 s 是 自 变 数 ，z4 4， 一 1:2) 是 常数 ，si 是 满足 条 件 
ACTi sT ors Toss To z1,91 22 2) 一 0 
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的 参 变数 ， 且 天 然 有 
QT 一 moidz? 2,01 dz + udys, 


r(0)= Pos 
不 难得 到 (35) 的 解 是 


Ti 一 Toty (i=1,2,3,4), 
x,—21— (198)! + Cras) Gros 8)*, 
MY = (T018)? (T028) + (wors), 
7,— 28 = (T08)? + Cros8) (mos)’, 
Ya— 8 = (T08) (T018) + Gr 8)*, 

为 了 构造 函数 了， 令 mus—zr, Tus=y, H] 
2 十 Z02 ttt 


zyxy yiyi y’ 


令 qi e EU M 
则 zn x1), y— Gy 91^, 
MG, 721) Gu 721) 791) ] 92,21, 
M- l 


Aen 5, ri= (e 20! + -9D*, 
g—m,,8—(z, —21)r, 5, 
y—,$— (y; -y1)r7^, 
由 此 构造 特征 角 面 的 函数 卫 ， 
T= (smo0, Smo SMToss STo 23,91,789]3) = 

= (2,,8)!9-2(2,,8)'(7,,3)? + (7,5,8)*— 
= C1,58)* — 2(2,48)* (T018)? — (0,,8)*— 

mnn, Ti—(,—23)'t Gi-yi. 
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ATEM, WA, 
(n, 99 nV) (rf pe p pant 3) 一 
一 (一 ?2)(7 +ri), 
故 取 特 征 角 面 函数 
T=ri-r$, 
Qu REGE f TE HE DP BF P): 
uM LEA a 4 
tx Fr) + (S) (-) m) 
"o a a 
=2*(r}+r}) T, ' 
个 =0 即 为 所 求 的 特征 角 面 。 
规 在 我 们 求 (35) 旦 
u=f(T) 
TEN, ar =ri -ri FIIR 
ái (a d) rome E) ES pro 


[42 Y rosea 


uw ôr b S 
äta 2 aa PROIE 
4[2t ar ar dryer 
Oz, yi 3ri2 Oni! öy? 
er 


BE. (3) enr or 
A) ] [ aos 2 ? ray; d t 


9D êr (ET pons 
9yióz, Ori ary ) eri 


jr Jom» 


^ Ml* 


ot {= ) ‘poer yra Ey or pc 


yi Oyi 
(4-1, 2) 
BAERHLDIOAVUNON, SER UGIGERURNA GO, I 
(35) 化 为 OMNES un un 


pjat A er Jra gr o, 


LPO) e4f9(7)20, 
得 ^ 
AT J= ero D! Hos Du: 


Jjf 35) & u- fL EORR, BRATARA: 它 是 
(35) 伴 随 方程 的 解 ， 是 所 考虑 空间 动 定 两 点 的 函数 ， 它 以 过 
定点 的 特征 南 为 奇 曾 ， Wk AM GER PUE S0 ERG 这 
种 特征 面 ， 即 特征 角 面 。 


Jj (35) R5À te Ps +o VERAM. d 


2. 基本 公式 
显然 ，(35) 中 的 算 子玉 REEK 我 们 有 
vF (u) -uF(v)— 


9 
óx, [^2 à; Co u- Á. (div) 十 
+ (do rm (49) 22- |- 


Æ : [ b] ^n (du) CA ; (A) $ 


+ Us) z gJ- 
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aac pedi ial 
“al an d) Wa M ea. 


eu PE 


hm 


因 之 ， 有 基本 公 并 
ffffcor (u).— pC) ar 一 
L4 


> -[[ftL» A n) -u7 (4 v)H 
s 


4 
oo CA) € 一 (Au) m * 


9 
E v= p Aau Mi Vae 
Ou 4.99 1... 
+ (4v) ca (420 57 es" Ps 
-į ° d C TE -uw 2. (äs + 


+ (4w) l (Su) —— A ?- a 


5.9 raa $ 
一 | ea. am DOE 


| E LH 
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REVER chaumamm, SREVSUE, n, HS 
上 内 法 线 余 弦 。 
TÀI, CRT ROS 
(721) * (Qa - yir, 
(2,77 23)* + (Ys — YL) &s?, 
V t) Fi rh P 0 47 48 
8. { (z129) Qi - yn, 
(z, —28)* + (Qf; - yis, 
FR { (z; 2$? + (WY), 
"OC Gros, 
这 时 ， 基 本 公式 可 改写 为 
[jf [Ea -wzcolar= 
7 


- -Jj v en wide 


QOEM IAURTRIS AS, Bs 
Pr [teneo -uF(v))dl = 
i 


— ee v oum ea 
8 


eu 3v 2 
imp (40) -la (38) 


这 里 mis 相应 44m 1,2, AIA RES, 与 Ss 时 的 内 法 线 方 
向 。 


* 114。 


tA) 


3. 解 的 中 重 
在 基本 公式 (38) 中 ， 取 4 为 方程 (35) 的 正规 解 ，? 为 形 


如 去 的 基本 解 ， 则 有 有 
" à à 
effi tam eds 
1 
A) IR (diu) 5— A * jas, 


= ull v. aO EL (dw) + 


te o E pss — G5 
对 于 
Ou. 1l 06 jp Ow 1 ou 
dusa tp e 4—MPU, e 
则 有 
Pre Om EE 
81 


TA) E (Au) v pec 


= ef oac| ao, | Gta En d). 


D, Qa 
(24 1 ou)( 2r Y 
n "v ARA (nop) 


er —4 8r? 
uA Coy * Qr oy) 二 + 
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"Dezoet s sio ora 


«uw AS. Y 
pe[ 2 i Hes ^ E 2r, a)do 4 


1 9 
T 


2ro  ( 0* 
* ref’ G= s art 


+ o Ea Fi e 5s) reso - 


Pe ess T 22 ! M(e,o)da , 


FMC, odo + 


其 中 


M Gs oe | [uttar tarat teo, 
0,0, 
yi t 8,0 )dQ,dQ,, 


同 理 ， 
9 
effie ur mm -0 2 E TIN ^ (hr) 十 


+t DE uc jussi 8, 
o p? —s* Os 
+ 2ps e 
- Pie Cie t 
E 0 4 8s* à 
Y ref’ p [Cr s tps Dy )]utco,de- 
r 4 8s* 
e ref’ p [ (pi ictor Js M.(p ,s)dp, 
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f ð| & 1 e 
= prf P: Aer 十 y 2)M Go» 2)dp— 
1 
s 


à 
É 10 一 
元 ) 了 (ps)ap 


其 中 


M(p, $)— 
f f uls? ^ pa, ,y$ 十 paay28 Bis ys - B5) d OQ, dQ,, 
9.0, 
故 (39) 化 为 
H g o( æ 1 2 f 
Bu metr Meno + 


2 1 ə 
«n vica. r2: r aM, gogo 


UN e[( [C réa age), o)do — 
-| o( (ri— Days f s j2 -M (r, o )do = 
i reft 35538 ast s FR)M ps)dp— 


-| a Du (E+ E AJM, do 


rrj, [il (p eye T n 1s )] cp, node 


8s? 
EMI CEDE (pi TY n (0,s)dp, 
MERIA REDDE, MARRI AR Bg 27 09 tE 
质 ， 上 方程 可 以 简化 为 


ala ET. Ae E E FEALG 2]« 
"Eb iy ( Aet > ZM, 3)]+ 
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ES (5G: is y Qr s jue 5 一 


-天 :ar Gi m 35 Je e 0]- 
| 


T 1 2 
s.s =r? Met 8 ds MG, s) |- 


3 


Bran c F ; LIE »]- 
el IE 6 = -77 Jro 9} 
"(Gr er saos n]. 


ECRM(r, s) DECS) AE u d Gr, —21)* Qa 791 — 
xm, (2, —21)! + 一 —yiÓ)!'—s* 的 中 量 。E 它 所 满足 的 偏 微 
分 方程 ， 显 然 属 于 复合 型 方程 。 中 量 M ("，s) 应 具有 什么 性 
质 ， 有 待 于 对 此 复合 型 方程 的 求解 。 
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第 四 章 ” 超 双 曲 型 方程 的 境界 值 问题 


$1 特征 问题 


考虑 具 2 办 个 变量 的 超 双 曲 型 方程 


VD2 Ou 
XY i-r) 
x ors 0Oyi ) 0, (m>?) a) 
或 缩写 为 
eum A,u du 
其 中 
e o 
ESSEN A 
A an 到 


uz ,y) su, uis vu 
l. 特征 问题 的 级 数 解法 
FERE) fe m —2 时 的 情形 , 它 具 有 以 坐标 原点 为 顶 
zitiri-yi-yi-, (2) 
在 ziozs ÉBB| AGEA ARR, 0; 在 yi0ys 平面 引入 极 坐 标 
T, b, WAFER HND ER SA 
R—r=0, 
方程 (1) 的 解 , 作 为 及 ,9 ,7 ， 册 的 函数 仍 记 为 &% ,今后 ， 
当 改 变 自 变量 时 ， 函 数 的 记号 不 变 。 
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定理 设 在 特征 锥 而 (2) 上 给 出 函数 (x,9, 由), 它 满足 


FAVRE: 
(1) e(7,0, b ) RR IS ERE A 


-730， 山 ) 一 Š) LP G6) cosmp+ QC.) sinmib] , 
(2) 系数 P, (75,0) 5 Qar 0) t 8T 7 13 HER EUR 


P (r,0)= A [uS (e) eos t0 3-1 (7) sin 16], 


Q.(,0) = S [AE cost PC) sim], 
(8) REUS) aE UEC), Er) 都 是 7 的 解 


析 函 数 ， 即 可 展 为 级 数 


pS? rn) 一 六 al ay) n, 
w) 


(3) 


AO 由 依赖 于 办 ,不 ， 和 的 一 组 关系 式 定义 ， 这 些 关 系 式 ， 


将 在 证 明 过 程 中 给 出 。 


WIE LR «Zr T4246 EE (D) HE uCR 0 v V), "Ede 


特征 锥 面 上 到 v(*,0, 由) 的 值 ， 即 
ulr, ð, r, di) -v(r,8, d), 
证 : 把 方程 (1 ) 写 为 
Su, Pu Ou 10u 1 Ou, 
à: O73 Or vr Or y 0p* 7 
并 寻求 付 里 哀 级 数 形式 的 解 ， 
(a, m) = e^ LAGn 3a r)o0s mi + 


+ B.G, ,2,,7)sinmp], 
代入 (li ) 中 得 


- e^ A € A, A 2m 4-1 64A, 
b m| bd or is m MEL i SL - 
a (53 * 


Gri Or ro ôr 
.120 ， 


,) 


一 Jeosmd + 


22 2 
+( B. OB, OD, 2m+1 2n 


AE I-A Be )sin mb] 0, 
(4) 


由 此 得 4。 与 五 。 满足 达 布 方程 : 
PAn 0A, DA, 2mm 二 1 Odn 


Ox Ori Or r ôr 9 
2 B, | B, B, 2m-129B, ET 
éxi  0Oxi ðr? T ôr : 


利用 边界 条 件 ， 则 有 
As(,2,,7) - P(r,0)7-", X zitvxri-v, 
BG, 2, ,7)— Q.G,0)777, LILI 
为 了 考察 4,(x1,7;,?) 所 满足 的 达 布 方程 及 相应 的 边界 
二 件 的 解 ， 我 们 利用 奇 柯 西 问题 : 
$2 w Ow nl ðw =0 
si ax? ðr? s. ôr TU 


W(2; 24,0) 0 (2,2), 
0 
gy Guest 0)=0 


的 解 ( 参看 柯 朗 、 希 尔 伯 特 数学 物理 方法 卷 卫 ，574-575) 


他 (25902990ng 人 ) 一 
=} ffor Bris yi, t BT )do,, 
Q, 
这 里 68，…*B。 是 向 量 有 的 投影 ， @, 是 单位 球面 ， dw 是 其 


面积 元 嵌 ，o, 是 其 面积 ，o 具 二 阶 连续 征 商 。 作 辅助 奇 柯 西 
问题 : 
R PA, A. (2m-2)-1 0A, .0 
os 2r T ör ? 


AS, yEomg2s0)= fa(15. 22)» 


9 
24e (s, 0)=0, 
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这 里 Zi,% 二 3,…,2m 十 2 是 虚拟 变 元 ， 通 过 降 维 法 可 知 
As 2,7) — : 


CAIET TU 
= | fotneatso 
TY 
(r* —2i — x3)" dedy, > 
或 
AR, 8,7) 


Rc0Sp1 +~ R?c0S294- (f? — R:) 


ef 


f. (0,9; t 0) [Lr — p* — R* -- 20 cos p, ]"-!pdpdg, , 
只 要 这 里 f(z1,2s) 具 有 两 阶 连续 微 商 。 
记 (R,0) 必 须 选 得 使 边界 条 件 被 满足 ， 即 有 
Par, ganrt pss fg) 
x -4o MATAR 


[- R +2Rrcosø]" RdRdg, 
寻求 付 里 家 级 数 形式 的 f. CR ,0). 
f.(R,0)— ELeg* OD cost + Lg?) sin&0], 
JY SEG CP 5L, (ifs 
X ?rcosp 
=a", [o CPR) esie 
[— R! -2 Rreosp]""! RdRdg , 
d 


ogun- Y jme, ©) 
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则 
ex 
Boxe m o AER gr o 

A m 2m [0 0300 


这 里 
pman 0n 71)! m)! 
* (A-r2m)! ^" 

J m D'(A4-2m 4-1) E 


gitim ptem k Hr k m 


级 数 (5) 与 级 数 (3) 具有 问 一 收 仇 半径 。 
同样 ， 讨 论 Balist), ORC) 为 所 提问 题 的 解 。 
唯一 性 定理 方程 ( 1 ) 的 解 
u(z, 23 7, 0 ) — 
=È" [AnCt ,2,,7) onmi B, Gr, 2, 7) inm] 
新 存 在 ， 必 唯一 ， 此 解 在 锥 面 
zitri-yb-yi-—0, (yi+yi<B’) 
上 取 给 定 值 ， 假 定 级 数 对 所 有 自 变 量 可 以 逐 项 微分 两 次 ， 还 
假定 4w(zlyzas7) 及 其 直到 二 阶 微 商 当 RS7 时 连续 。 
2. 中 量 公式 法 概述 
HT m> 的 情形 ， 特 征 问题 ; 
du 一 小 wy 
| ul egets 9G), 
这 里 u(2, Tn Yi 9s) mu (2,9). 
若 解 存在 ， 这 时 应 用 阿 斯 盖 生 中 量 公式 ， 则 有 
| u(z42,y)d8,— f ulr, y+ 2)d8,, 


sir 


POSEE 
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假定 在 上 面 的 公式 里 取 z=0,7 二 1y|， 就 得 到 
(undo | pda (6) 
g?-|y? 32-9? 

显然 这 是 对 于 函数 (0,y) 的 积分 方程 ， 解 此 方程 , 得 出 
3E (0,2) JR ERG RO EL, 79 TOR EROR Gr CI] C y D AERE 
4 AIt, REIT EB OS (C AR dde d Gru) € 3X (Ou) 
的 点 ， 这 祥 一 来 ， 问 题 就 解决 了 。 

(6) 的 求解 ， 首先 基于 下 列 积分 几何 的 问题 (AH. 
CCCP., 140(1961)990), 

XT Ei 3G (22/ elr 沿 过 坐标 不 点 的 球 的 的 给 定 积 
分 ， 即 求解 积分 方程 


-2 G(2) yq 
出 (z) 一 Tef PITE RU 9 
'g?-(r,9) 
这 里 
Z 一 (Zn)，  f—(nye,), 
|2]? =(7,2): (ner 
十 (2 一 n)’ = Jopet), 
它 的 解 是 


GE reus | woas. 


有 了 uw(0,y)， 借 助 超 劳 伦 兹 变换 可 得 wzy2). 

对 于 非 齐 次 超 双 曲 型 方程 的 特征 问题 ， 头 上 述 方法 ， 也 
可 解决 问题 。 

显然 ， 中 量 公 式 法 当 徊 一 2 时 亦 适用 。 
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$2 狱 立 克 雷 问题 


l. 记号 
HER TIER KAO B Y FE 
õu u u Qu 


Lum * dz?  8yb ôy? fGir.yuewo (D) 


AEG OCCHI  G , n), s= 
Gr, 22) 288 GODS, =lat, 2308 GOC) 的 境界 
G*(QU A, G* CO Je BUB RU 2 ERI IIR, 

HTI O OO EE 18 i A IR RO TEL ER HR E 
AO RE E), IE ACO RIA GO E FAD EUR 

Ad(z)-A(X)d(3)—9, | 2€G(X), 
4G)-0, aeG*Qo, | Di 
G(X) 

Juh 4 da ps drcdndn. V GOORMIE-R. 
G Y ) 表 示 二 维 笛 氏 空间 的 一 个 区 域 ，a( 上 ) 和 | b ( GRE 
示 回 有 值 及 相应 的 男 有 玛 数 ， 由 所 有 的 点 (zy 2 一 (2 s 325 
gi» 9a HURLÉO TRAE DEG RERTA UH G OO X G QE) R 
示 ， 其 境界 记 为 G*。 

2. 唯一 性 

在 证 明 唯 一 性 定理 之 前 ， 为 陈述 方 使 起 见 ， 再 引进 一 些 
iiS, w-u(y)€OX,1), RI uH k WA ES NH 
mod SEG Hui GG. LENER. uu y) 
€O«(X (CEQ")) Kku EXE aly) 的 一 切 丰 阶 偏 导 数 ， 而 
卫 这 些 偏 导数 在 到 上 是 (>， 切 的 连续 函数 。 
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我 们 假定 

u(z*,4)—0, (*,y)€G*, z*€G*(X), (8 

u(z,9*) —0, (z,y*)€G*, y*cG*(Y), 

引 理 1 giu, yE, Y), Bury) 等 于 抱 对 一 
致 收敛 级 数 


ur) 5 aus. CE) paly), (9) 
a. | dao, (x) | uz y). YdYy, 
G(X) G(Y) 
(E) 在 证 明 时 ， 即 使 可 微 性 减弱 成 u, Aeu.2yu CC? (X) fi C2( 了 ), 引 
il 1 仍然 正确 。 


WE. 因 u(z,y)€C" CX ) 并 满足 条 件 (8)， 所 以 它 有 级 数 


uz, - $9.0 | uls, y) d. Gr, 
d G(X) 


天 | wzyg) 和 (2)dwEQCY) 且 在 GX(Y) 上 为 零 ， 故 有 
G(X) 

ula, 7 $3. G3 et) |, us. G0. dnd 
积分 中 应 用 格林 定理 加 以 变换 ， 而 得 

us i) 7 33. GO. | 14/021 
bz) Qj)dzdy, — (10) 

上 面 应 用 格林 定理 是 可 以 的 ， 因 为 d.) (hs) 的 一 
阶 导 数 在 G (了)(G(Y)) 上 一 致 有 四。 

要 证 明 展开 式 9 成立 ， 只 需 证 明 (10) 绝 对 一 致 收敛, 革 
于 千瓦 效 不 等 式 和 有 贝 塞 尔 不 等 式 ， 则 有 
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DO) ES IU XO SINCE 
[ane | isugod |< 
G(Y) G(X) 


«31e. [È oa ]- 


-1 


aj | issado | ]* < 
Gy) G(X) 


<[S pia ]*[S ($i ]* 


一 一 


a | t4 es | |*« 
GY) G(X) 


LÈ son * [Sion ]* 
dy | (44uyds |*, 
G(Y) G(X) : 
li T Xo (2) /^5 $125 (y) / wn à — Ct 5E , iden BE 1 得 证 。 
882 iur, €C (XY 2) H Augu, 则 


Hy) SS hm Gum —4e, — (1) 


IG), S nadie) he CH) 


QE) umn, Eule, y)EC?(X)Ri CX (Y), Zeu€ C?(X), Aue 
C?(Y), Syu C (Y), 2y?u€ C ?(X), 5j RE 2 仍然 正确 。 


证 ， 先 证 (10 ) 绝 对 一 致 收 化 。 显 然 
oo | a | elede, 
GO) G(X) 
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办 
BEY) mese M tC uar) 0, 
故 上 式 可 改变 为 
D NE N72 | dy, C) [ Jup, (x)dz, 


GQ G(X) 
as (=A S deduc) È tette coy, 
G(X) 6(Y) 


后 一 积分 表示 式 是 正确 的 ， 因 为 ule y), 70. 
吾 (x,9) 可 作 估 计 如 下 : 


HG |</ Sl) 


| an (i cse. ood e 
G(X) G(Z) 


<È noual ( Soto ]- 
. [ | daf f [A 53d. C) da] } t< 
CX) G) : 
«Ito it Suae ]* 
dx f [4/20]* dy] 9, 
XX) d) 
工 面 不 等 式 夷 示 级 数 (11 ) Bot Bob A E 
其 次 证 明 Hgy) = tul), S Ky) 表示 区 域 
G (2) 的 格林 函数 并 注意 加 有 个 和 国有 函数 是 下 列 方程 
WOA | Kee) de 
dx) 
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的 解 。 则 根据 级 数 吾 (z，2) 的 -一致 收 伊 性 有 
| KG,2)HGupdz- 
G(X) 
= S ed. | KGod. cod: 
T G(X) 


= Omal YP 2) = vy). 


WE) du uec QD, 从 而 
4%(7，2) 一 一 f K (2,2)4,u(2 ,u)dz 
G(X) 
所 以 有 以 下 恒等式 
Vo, p= | KG, DLEE HaCe -as 
G(X) 
4 g V) OR EXXSUT S TUS SW. 3 
V, w= | K (2,2)g(2,)d2220, 
G(X) 
仿照 位 势 理论 的 通 ” HFE, 我 们 米 证 明 g= gb Qu 


一 个 在 G(X) 内 带 有 闭 包 的 区 域 , 2* 症 的 境界 ， di o PIT 
关于 2* 的 法 微 商 ， 则 


dE CE de= 
de Qs  c(x) 
= | dage) | ik do*, 
G(X) Qe 


由 大 的 法 微 商 的 过 用 性， 积分 次 序 的 交 搞 是 允许 的 。 如 所 周 
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知 ,后 一 个 积分 当 2 是 的 点 时 等 于 —2m, 8 2 dEGCX)— 
一 全 时 等 于 零 。 因 此 ， 
-2 | ato, y)dz=0, 


由 于 是 任意 选取 的 ， 并 且 4 是 一 个 连续 函数 ， 故 可 断定 
92,9) 20, 
Hy 
—A,u(z,y)gH (zy). 
同 理 可 证 
—Ayju(2,9) & H(z,y). 
定理 1 dEu(z,)€C*(X,Y), H BÆN 
Au Au 
IE, (G,)€8 5 GCX) x GCY ), Jik u dk G* E 63h Fe (ti 
AE, HEXEQUESIMCX) — B (Y 21 260, WEG E u(2,9) 0, 
(HE) ÆI u 的 可 微 性 要 求 降低 为 
u, dst, 4gu CC (X) Rl C (Y). 22,06 C?(Y), Ayune C?(X), 
定理 1 仍然 正确 。 适 合 这 种 可 微 性 的 函数 ， 称 为 是 属于 类 Dav. 


证 ; 由 引 理 1 有 
uz, y)—. 3 [NC NCOTNCOR 
又 由 引 再 2 有 


Od d= S auus 7) GG), 
HFEA, EUR IP GODS QD), (m1, 
2，…) 在 G 上 是 完备 的 ， 所 以 anu 7M) 一 0。 又 因为 假定 
Wr, 和 po 是 不 同 的 ， 罗 此 a m0, (n,m—1,2,8,-), 
WE iy) € G, wwsy)=0, 
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3. 存在 性 

现在 建立 关于 非 齐 次 方程 (7 ) 的 齐 次 边 值 问题 的 存在 定 
理 。 证 明 时 预先 假定 了 在 G* 上 为 零 .对 G=G(X)xG(Y) 
的 限制 是 使 得 | 和 ( 屋 ) 一 (六 ) 1 一致 有 界 并 且 不 等 于 零 ,这 对 
于 存在 定理 的 证 明 来 说 ， 是 一 个 不 可 缺少 的 条 件 。 

再 引进 一 些 新 的 记号 

DEf(z,y) (DEf (x,y)) 
表示 f Gy) XT QJ) UG £e dur E Hs SG 
D*f(z,y) 

表示 /(%,9y) 的 任何 % 阶 偏 导 数 (D?(z,y) = 二 f(z,y))。 

定理 2 设 G==G( 及 )XG(Y) 使 得 | 和 MX) 一 (了 )| 
有 界 且 不 等 于 零 ， 又 在 G E f(x,)€EO(X,Y), JAN Æ 
假定 D*f(z,y), OKK «22 在 G* 上 为 零 。 则 存在 一 个 属于 
类 了 的 函数 wz,y) 在 GX* 上 为 零 ， 在 G 内 是 方程 (7) 的 解 。 

WE: 假定 存在 这 样 的 u(x,y), 先 确定 它 的 级 数 展开 式 。 
阁 uED， 且 是 (7) 的 解 ， 则 引 理 2 的 结论 仍然 正确 ， 这 里 象 
己 经 假定 过 的 那样 ， 以 在 G* 上 等 于 零 为 条 件 ， 有 


uz, 9)=, zx ass 7) Us (/) 


du d= ,Sam pb) po) do), 
由 于 了 ED， 由 引 理 1 给 出 
fou), S sb os Gn, 
be | dh. | Gti. 


eX) Gy) 
因而 由 于 {E)n 在 G 上 是 完备 的 ，(7) 成 立 ， 便 
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得 到 
Gum C Mn 一 a) = bams (n,m=1,2,3,.…) 
出 于 jn 一 和 ‰ 恒 不 为 等 ， 故 有 
uam, 3 bm/ (pb) ba) oly) OO 
此 刻 我 们 要 证 明 的 是 定理 陈述 中 加 于 fr, v) 的 限制 足 
以 保证 VED 3t d,u—-4Au—f(z,u). RE EEL, ix E gy 
ux y) e E— (i. 
在 证 明 中 ,不 可 缺少 的 条 件 是 加 在 ;D*$,(x)1(0<h<2) 
上 的 限制 。G (了 ) 的 境界 是 简单 郊 解 析 曲 线 ， 她 何 限 制 将 在 
以 后 指出 。 
在 G* CX) 是 由 有 限 个 解析 弧 构 成 的 情形 下 ， 对 固有 也 


数 (x) 作 如 下 的 限制 : 
(PaE) AX (n=1,2,3,.…); (2,) 
[DB (x) | C AM 02) 
| D*$,(2) | C AM 02,) 
| Did (2) | C AM. 24) 


现在 有 可 能 米 证 明 u€D, (AUNE 
Diuzy)- M muss «D Diga), 


emu 


Diu(z,Yy)= > T MPO DEG), 


因而 出 (124)， 车 
I [Us| uu eoo, .> TANTA 
y «(,9) EHEC) 和 C2( 上 上)， 因 之 可 知 下 列 二 方程 
成 立 : 
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dua ,u) 一 一 , RE 3.0. COLAC (3) 


say) =—, Y di e (13,) 
它们 恰好 表明 
du d= S bud. Gb) EY) 


nemel 


PME S 103< ee， 
sna nel (14) 
PR Jóm Aua 之， lban] Luihn <, 


Pi CI, CI IURE 4u, Au€C' CO) RIO). 不 
等 式 (14) 指 出 


4u- 3 she d. GM» 


4u- È He d GOV QD. 
uc " 
PA [ban] aM oo, 
则 4$u€C*(Y ), BC QD, 
所 以 ， 为 了 证 明 wED， 只 须 证 明 


È, [bml uth < oo, 
因为 Xam : ED ES 
Hel as (n,m=1,2,3,.…) (15) 
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则 不 等 式 一 定 是 正确 的 。 注 意 到 bnn 的 表示 式 及 固有 函数 ， 
Iri iod ER 
bam | duse) | fesandicnd- 
ó(X) G(X) 


--x] dub, Cj) f f,3) 4... (2)dr= 
"é) G(X) 


[eoo | LG)dr= 
G(Z) G(X) 
-(-y [ ao | tatrne.cons, 
” d G(X) E 
依次 进行 可 以 推出 
bem Qus) | dadaa) | CL M ndr, 
G(X) G(Y) 
IUAFICHCIERNET Est, BHARR, R 


Iba) "(f Cat at Tsaray} . 


8 3 ” 具 积分 条 件 的 边 值 问题 


1. 记号 
考虑 四 变 元 超 双 曲 型 方程 
2u Ou Qu, Pu 
AW OA b t (18) 
记 
| udr — i uda, dz; , | udy= i udy, dy, . 
G(X) G(X) G(Y) G(Y) 
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拉 普 拉 斯 算 子 表 作 
dpud (41710) 或 diu ACE), 
(1=0,1,2,.…) 


e^u 2, i. e 

upr taD Vp 

而 DiuCDIe) sk u 3 28 36 (2.02) Cro y f L BAS 
数 (Dw= Dw=w)。 此 外 ,任何 和 号 的 指标 总 是 循 正 整 数 依 

2. BADAKAR EH 

EF d 8E BRUST RKR G CXC) 89 8868 86 Rn IUE te 
表示 为 d, p(X) h (一 1;2，…)， 它 们 满足 : 

4b, -M$,-0,  z€GCX), 
$.(2) —0, z€G*(X), 
$iG)dz-1, 
G(X) . 
设 相应 于 A 的 办 及 其 偏 导数 的 模 的 最 大 值 是 已 知 的 ， 事实 
上 ， 哈 下 斯 坦 ， 肖 特 证 明了 : 

[Dip «OA, CR=0,1,2,3, 而 n=1,2,…) 
这 里 O 是 不 依赖 于 x ， 儿 的 正常 数 ， 而 G* 由 有 限 个 解析 弧 
构成 。 

3. 存在 定理 的 陈述 

定理 1 ”存在 着 这 样 一 个 函数 Wz, D, Xu, Diu, Diu 
(120,1,2)4 GCX) XG(Y) 上 连续 ， 而 它 分 别 满足 超 双 曲 


Jj, (ZY)EG, (16) 
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边界 条 件 
u(,4)—0, | (G,y)€G* (X ) x GOY)), (16,) 
和 积分 条 件 


[Garde ros. Quee) 08) 


此 积分 关于 z ， 0 一 致 收敛 。 函 数 太 (z，0) 关于 日 以 2 m 为 
周期 ， 旦 具有 如 下 性 质 : 

Q) 4£F(1—0,1,-.,5) fl D(F) (0150,1,..,4) t 
GOC)XI 上 连续 ，T= {010<b<<2r}。 

(2) dW(1=0,1,…,5) 在 Gx*( 尺 ) 上 为 零 。 


O) RAMEE 120,1, DEPOO ER 


(4) F(z, Ou AF RF, 0) -BOARA tn d 
digo > 到 的 关于 0 ERER DEG gx 、9 无 关 


BER, ENF, EG), i=1,2, 44 
|F(G2,06, )— E(£,0)| SAO, —8:)*, 
123 F (2,0,) — 2 F (8,0) | CH [0, — 0, |". 
4. 解 的 形式 的 级 数 表 示 
假定 wz;2) 是 (16) 的 这 样 的 解 ， 对 于 Gr,)€G* (X) x 
GY), CEFE, XET(GD€GCOX) XG), D*u( b = 
70,1,2) 是 连续 的 ， 则 UC, y) RER C, KARM 
特 ， 数 学 物理 方法 ， 卷 工 ) 
u(z,9) =p, (s) [ uls, y) r)da-- Ev, (z), (17,) 
G(X) 
这 里 
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o= | nun oye, (17;) 
G(X) 


MERE UEA), (8, )，(16: ) 并 且 Dju( k =0, 
1,24€ GCX) x G(Y ) E g3E i9, WA 
4s | duin | audi 


G(X) G(X) 
p ddr + noL [42 LE ^ e (18) 


iw, OP psum d, 在 G*OD best, 1) S9 


(n1, 2) 在 G*CX) 上 是 一 致 有 界 的 ， TAHAA BR EO 
D3 的 售 计 ， 便 知 出 现存 (18) 中 的 线 积 分 为 零 ， 故 oa) 是 
EI DTI 
dA. —0, VEGY) 
Ife, i E08 (162) (174), e QD WEB ARI 
NOLLET SAO 
aX) 

Tf nE MI aM i. [VR 22 8 E 22 7j P663 EU AR PETI o, 唯一 
存在 ， 则 就 完成 了 级 数 (37, ) 代表 所 提问 题 的 解 ， 但 圳 给 蝇 
级 数 及 其 导数 满足 适当 估计 且 (17: ) 一 致 地 满足 各 分 条 件 
(16;), 

5. Xx Wm 

ov 的 唯一 存在 ， 基 于 如 下 定理 (Tan,， of the Amer 
Math. goe.，vol、 88(1958) 388-399): 

定理 2 ”存在 着 叭 一 的 "CD)， 其 Dio E=0, 1, 2f 
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GOES, ORRAZI REI) Ft 
Ayo 4 Av —0 
与 积分 条 件 
[otas=f0), uius), 
此 积分 关于 0 一 致 收 化， 这 里 入 为 正常 数 。 
当然 假定 这 里 的 (0) 是 以 27 为 周期 的 函数 ， 并 具有 如 
TERR. FU) Sot For iC CB o 2 REA AI 
件 ， 即 | 
If(6) -/(.)] H16,—0,1* 
解 w(Y) 有 如 下 的 表达 式 ， 
atolu east FR AEs, $0)d0+ 


二 二 | ure [* (Csinr)-: . 


- UC, Os c $0) + KE, d ds, 
这 里 
K ,(s,0) — eos(ssin8); NN,(s,0)= sin(ssin0), 
根据 此 定理 ， 显 然 w 唯一 存在 ， 且 明显 地 由 上 式 oy) 
给 出 。 这 样 ，w(z,2) 的 形式 的 级 数 为 
ua) = Xo, Gb. G), 
这 里 


225,0) 2, 9 [7 FG. Os d db + 


ex T [^ db F, ejt (sinz)^! 
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(Kan Fs rt 04 Kaan Es, 7d 01r, 
pq = | FG, Odds. 


G(X) 
6. 定 了 ,vm91 的 导数 、ua 的 导数 的 界 
sux Pao, 假定 2 人 (1=0,…, -Dt GAX) 


LAJ, ALF(x,0) a M b—1)f G*CX) E795, 
则 应 用 格林 公式 % 一 1 次 得 
r= | $i Fdz, 


G(X) 
再 应 用 每 瓦 效 不 等 式 于 上 式 并 利用 
didrz—1, 


G(X) 
就 得 到 Fa 的 估计 
EIKB", Bi= Max | [at P]*dz, 


eer 


G(X) 
在 定 加。 界 的 假定 下 ， 令 u= Max AE, WTA w 的 


界 。 121,2, 
命 =Y n), v oy (m) JE HA PLUIE Xs 


2x; Eo, = [^ rae K OL 6 - 6028, 
2xx; t v, EX Er "aer oo (sinv)^! 
[KAE s, c0) 


RKQUSEs, c—d40))dt, 
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E fi 
Vy) - v, Cy, m) t os (y, m), 
AC— BH v rein iib, MER va hiii o ds 的 佑 
计 和 的 定义 有 
[oy KË Max E (D) | Boa, ET, 
现在 来 求 wz 的 佑 让 。 令 0—6—08 
= 
Ic,5-|' (sinz)" [K,(s,74-8) - N4(s,8 —)] de, 
利用 Pa Akik, fil 
7 |o Q0) | Ba, E Max | TOE s,8)]. 
此 外 ， 根 据 中 值 定 理 有 
[Ks(s,7+0)—K,(s,0—7)|< 


«s|sin(z4-8) — sin (ð — 7) | -2s| sinzcosó|, 
由 此 推出 
z 

IBI G3) «s [" des, 
DIA l 

DACEDIE I LA 
Voti vs 的 估计 : 

|o. | Ba 7 Cs Ho 1). 

ME vL 的 导数 的 界 ， 定 义 

a tia, —exp( — id), 
并 注意 

4h tiy = sexp(i0), 
便 看 出 
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K, OnE 2,50) cos [2 E (am + cay:)], 
1A Je o, 2E CU 25 UT 
Tr iz LE FD) cos [去 (au +a) 1d, 


因此 ， 
2x 
Ac 一 ze) Q4, P (o) sin TA, E Can, 十 oays)]dd， 
Ov _ E 3 
yidy; — 2m Ht n aja; F (d) cos [A * Cay, + 
+a) J dg, 
出 最 后 这 两 个 方程 这 同 关于 Ps 的 估计 便 得 出 如 下 的 合计 s 
2v, | it, 
By; [SBA 
Ov 38 
DT ES BaM* , 


现在 定 wz 导 数 的 界 ， 定 义 

B, àB,- —exp[ —4(v- $)], 
Py 4r -exp[2(v—9)], 

并 令 

QUI) K,O Ts c —0)9- KO s ch 0), 
可 以 看 出 
Q= sin, * (By - Bays)] sin Du E Gry m], 
因此 由 o, EDRR 


emp sif, dpnt e, f? Q(y, b, v) ein v)" de, 


QF y 的 微 商 是 
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i 三 和 È gcos [A, * (B t Bul 


TÀ. TENIS ry + 029/22], 


pn = — ABiB;sin[ p,* (Biyi+ B31)1— 


cn sin D, (ry 9/2]. 
eQ á 
由 这 二 式 可 得 3， Bev. t ZO 关于 工 的 导数 的 估计 。 册 这些 估 
计 及 下 述 事实 ， 上 二 式 左 端 对 于 1-0 为 零 , 根 据 巾 值 定理 使 
得 
32 e 十 办， 


i m 2A. E 2 
Aa j< (s+2u), 


这 里 n-Max Aj. 


现在 有 可 能 得 出 对 于 vyn), Da SAh 
首先 ， 这 些 导 数 由 下 列 公 式 给 出 ; 


ao 1 fr Ed n aet 
ap aad, ernst ra e| (rins) ay ds 


ue 1 + e 
Onóy, T -2 Ki fi [o ay ey, 7 


注意 到 2 的 估计 式 得 


Qv »p ; 
E x 2(s-- 1) Brid, a in z(sinz)^!dz«z 


z 


a 
«2(-B)0 B, ^, 
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D 2-k 1 
P jy; |«2(- 200441 f z(sinz)^!de«z 
«2(s T 24)0 D4MI*, 
常数 C 的 选 泽 同上 。 


y 9i 
因为 vy) — vi(y n) - (y 9), EE EL 给 出 


的 估计， 得 


o A27 [o 20 (s i]. 
— Mr ad Ib, di 
-|< i^*[n-20(st p)]. 
7. RnR 
解 w(x,y) 可 表示 为 级 数 的 形式 为 
u(z,9) S Zo, (J) b 2), (7,) 


这 里 ，w 是 第 4 段 指出 的 满足 带 积 分 条 件 的 雍 姆 截 效 方程 。 
上 述 解 级 数 连同 它 的 偏 导数 ， 利 用 以 上 的 估计 ， 给 出 以 下 的 
优 关 系 : 


Elo (YP LT) SC BCs + STN, (19,) 
X|v,D19,| «C B,(s - n) -1^*, (18,) 
X| Di», «C Bi [u+ 208 +p) ] 2.37, (194) 
Z|v,D:0,| «OC B.(s t n) 317^, (19,) 
XpDisó«OB[n20(s-5)]XMt^, (19) 
Xjv,D1ó,| iC, D(st- p) Eri, (18,) 


良 据 31<ce 和 以 上 的 估计 ， 就 有 如 下 的 引 理 和 系 。 
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引 理 级 数 (191 )— (19) F b —6 EGCX) XGyCY ) 
的 闵 包 上 是 一 致 收敛 的 。 这 里 六 是 任意 正 的 实数 ， 而 OY) 
KON Ya) l -NKY YN}. 

系 (7, ) 中 的 u(x,y) uf 导数 Diu, Diu, (451,2) 
TE GCX) x GY AE Ej t3Exe 2, 而且 ur, y) 是 超 
双 曲 型 方程 (16) 的 解 。 

至 此 ， 除 了 积分 条 件 (16; ) 尚 须 建立 外 ,定理 工 的 证 明 已 
经 完成 。 

8. 积分 条 件 的 证 明 

本 段 中 将 证 明 ur yu) ir 

站 empas= r0. (20) 

此 积分 对 于 (2,0) €GCX ) x I Zuk, HARA (17, ) 在 
GCX) XGyCY ) E-F it, 

积分 

N N 
Jus nda 24.02 fo uds, 

SERE AN-—coW RUNI, HBE TRE, 

引 理 (17, ) 中 的 ww(%,y) 使 积分 关系 式 (20) 一 致 地 保持 

WE: 1479 (2,0) E GGE RI 1 的 条 件 ， 它 可 表 成 级 数 

F(2,0) ZF.(Q)0,), 
这 里 2",(0) 由 第 5 段 已 指明 ， 因 此 ， 
[utate FG 


X f nds- E0) d. (21) 
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5 


Fue | d ona Gru dr, 
G(X) 
由 第 6 段 讨论 有 
PO0)=(— DPZEPAGQO, 
HA k ÆRE, Rit AP GO UE 
|4 E G,0) - 4 G,6) CH MS - 05, (a), 


五 是 -… 个 绝对 常数 。 随 之 ,Ama(0) 将 满足 闻 样 类 型 的 具有 一 
致 有 内 的 堆 尔 德 指数 的 稚 尔 德 条 件 ， 央 此 ， 若 
vnk=(— 1)*Ato,, 
则 
zk 十 和 ayox 一 0， 
并 且 
[or Cy)as= FC, (22) 
此 程 分 关于 (%,0)--…- 致 收 钱 (Trans. of the Amer. Mth. soc. 
Vol，88(1958)388-399)。 因 此 (21) 可 写成 
NC — F(z,0)— 
-xc- Dis fra code = Fach) gz). 


此 外 ， 对 给 定 的 s>0, (22) 的 一 致 收敛 性 意 指 存在 一 个 与 
MODIR INS Ce), F8REXE— V) NTN.CO)N 


[ends — ra cs, 
因而 给 出 如 下 的 不 等 式 ， 
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|f «sts - F(z,0) |< 
OOE E OL 
因为 e 后 面 的 因子 对 于 大 =2 时 是 一致 收敛 的 ， 故 上 不 等 式 
意 指 (20) 是 正确 的 。 
9. 解 的 唯一 性 
定理 3 ”假定 存在 一 个 wu(z,y) 它 具有 在 G(X)XG(Y) 


上 连续 的 Diui Diu (4 二 0,1,2) 并 分 别 满足 超 双 曲 型 方程 
4u-4uw, (7,Y)EG, 


边界 条 件 
u(x,0)=0, — (z,y)€G*( X) x G(Y ), 
和 积分 条 件 
[ecoas=， 
此 积分 关于 (z,b) 一 致 收 剑 ， 则 w(zy%) 恒 等 于 零 。 

WE: 根据 加 于 w(%,y) 的 边界 条 件 和 可 微 性 条 件 , 它 有 级 
数 表 示 (17, )， 其 中 o, 由 (17, ) 给 出 , 由 积分 条 件 的 一 致 性 ， 
有 

人 pes= | dre. (2) | ule,y)ds=0, 
G(X) 
根据 定理 2 ， 玄 姆 霍 效 方程 的 唯一 解 由 上 式 给 出 v. (y) 0, 
(n—1,2,--), DUE ER C17, ) 表 示 的 级 数 Ulay) YE G CX) s 
等 于 零 。 即 定理 1 的 解 是 唯一 的 。 


$4 ”唯一 性 定理 


考虑 超 双 曲 型 方程 
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L[u]e S) 259 5 2*0, (e2,mz2), (23) 
A 0x1 Koa Oyi EE EE: 


(23) 的 解 的 唯一 性 定理 有 以 下 三 种 。 

EEI MRA ERV AN VY 上 给 定 了 值 ， 并 
量 还 候 定 它 的 法 答 商 在 以 了 的 球 心 为 顶点、 方程 (23) 的 特征 
EER * 的 两 部 分 之 -上 给 值 ， 那 未 ， 方 程 (23) 在 起 球 太 
内 存在 的 解 是 唯一 的 。 

定理 2 在 表面 与 坐标 面 平行 的 超 平行 多 面体 内 存在 广 
程 (23) 的 解 是 唯一 的 ， 假 定 这 个 解 在 平行 多 面体 的 类 面 上 给 
值 ， 并 且 它 的 法 微 商 在 此 平行 多 面体 的 一 个 表面 上 给 值 。 

定理 3 在 一 个 有 界 区 域 C 内 存在 方程 (23) 的 解 是 叭 一 
H, EGER u EC 的 边界 上 给 值 ， 并 且 还 假定 C 是 被 平面 
2,79, n+ $ bay oo (Sat) 所 窟 的 任何 一 个 起 
园 柱 区 域 ， 它 的 母线 平行 于 2 Mo 

现在 证 明定 再 1 ,假定 在 玉 内 存在 着 方 种 (23) 的 两 个 解 
并 且 在 V* 上 具有 相同 的 数据 ， 那 末 它 们 的 差 仍 为 解 ,在 V* 
上 取 和 零售 。 因 此 内 需 证 明 此 解 在 内 昼 等 于 淮 就 是 够 了 。 为 
了 证 明 这 个 事实 ， 引 进 符号 ; 


1, i31, 
hisp 1, i-i, 
并 建立 恒等式 
ou Rn eu 2 (OV, 
ins Dido sa( 2] AG) | 


taz Gr) nC) D- 


a By ĉu E Ou \ 2 
-Alee 下 NI) du ur) p 
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Lo oid 


f, 271 A ! L[u]dzdy— 


=f, 39) eu- E, 


an -) dzdy+ 
Jer m rr GR) hrt- 


S ôu Qu Oi 8; 
- f.i > A "Ux LR 


P RE o) lav*, 
设 信 的 中 心 在 坐标 原点 ， 而 六 的 半径 为 1， 则 
[270 


因此 ， 


人 2 和 zay= 
Y 02i 


en Rn 


kel 


-f3 D ES Pad. p 2 ay* [228 Lv 


thdin omm] nf HOT) m 


LES! 


I3 
对 上 式 关 十 了 作 和 ， 和 有 


d e 
725, 5. p [wuldrdy= 
| à du 三 [由 中 


k=1 


x »[ i A ) day af, ï (a) dni 
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«ft En] RC pn 
另外 ， 我 们 有 
erraaray=| SE dady — , 2 Xy dada 4- 


y k=l 
«f. u [Se ye Br z dx， (Ii) 
由 上 两 式 得 
IMPIDE wma] L (ujdzdy— 
- if, S) enm 


*& EJ. orte 


i21 k=1 
RP Em 
uU E [25.2 T4 nr “În; ect x. prt 
«fei Za] z T ) i". 


Hilt, fl] EL ABRE u VE V * LHE, 并 且 注 意 到 [zi 


Qu . eu " 
Ye og } [n àn * m u pec V> 的 隐 微 商 则 有 
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f [Ser Bt] Ltd dad 


--J, GE) em |. [0:- E] 
[XR ` Jer”, (24) 


tel 


和 模 双 曲 型 方程 的 情形 一 样 ， 方 程 (23) 的 解 ， 受 特征 锥 
$ni- Si=0 

ER u 的 值 影响 ， 在 我 们 情况 下 ,这 个 解 的 法 微 商 仅仅 在 V* 

的 一 部 分 


上 为 零 ， 因 此 由 (24) 推 出 


f, [E 3G A) day 0, 

这 对 我 们 说 来 就 足够 了 ,因为 上 式 表示 ww 不 依赖 于 变量 T, 
BI u 是 方程 

D u- 

i 1 oy — 
BSEC. BERE V* 上 w=0 Msc, RRE u EV F7 
零 ， 于 是 ， 定 理工 就 被 证 明了 。 

定理 2 的 证 明 并 不 特殊 。 首 先 假定 超 平行 多 面体 限制 在 
不 等 式 
OKLA, Oxcy,m ba, — (000, br>0), 

并 设 解 的 法 微 商 在 界面 na 上 为 零 ， 由 于 (I1) 和 (I,) 有 


[ [2m dy -| Co y tnim, 


* 150* 


假定 % 在 的 界面 上 为 零 ， 并 且 立 的 法 微 商 在 界面 =u 为 
Z, NX, WX L[u]es0, f u HR 53 m, 无 关 的 ,因此 如 果 
EPH n= kusi, EV pU uc. 

定理 3 的 证 明 ， 应 用 完全 类 似 的 方法 。 


85 解 的 显 式 、 对 初 值 的 必要 条 件 


1。 里 受 方 法 的 推广 及 显 式 解 
设 线性 微分 算 子 定义 为 
uu Ou Ou 


Libert a EP HP 


DUBERRACE Lu], HUSK 
ffffrezta -uL[v]dT = 
T 


“peas vas (25) 


0s. 
ORT 是 域 于 的 体积 元 素 ，48 是 域 卫 的 境界 8 的 而 积 元 
素 ， 算 子 区 是 补 法 线 微 商 ， 由 下 列表 达 式 定义 
人 
ôs ðv Ox ðv br v r, ðv ôr,’ 
这 里 倒是 朋 耐 S 的 外 法 线 方 向 余弦 。 
如 二 [由 等 于 零 ， 我 们 得 到 
2u, Ou ou G0 
0:1 Ori  Oxi Ox 
即 四 变 元 的 超 双 曲 型 方程 ， 这 方程 的 特征 锥 为 


0, (26) 


2 十 2 一 2 一 2 一 0， 


这 特征 锥 以 坐标 原点 为 顶点 。 
在 格林 公式 (25) 中 ， 我 们 代替 v Wa I& v Ew, 
difEXRled«keA, RIEF 


Jm» [en Tos] A. Ze jar T 
Ma. [ aad) u 


"(Grau Ah jas, 


这 里 na 是 即将 定义 的 函数 ， 全 是 单 连 有 界 集 被 初始 超 曲 面 
了 与 特征 锥 C 勿 定 ， 我 们 自然 假定 C 的 顶点 属于 全 的 境界 
SS， 市 且 处 在 个 上 ， 为 明显 起 见 ， 候 定 了 的 所 有 点 位 于 锥 局 
特定 的 一 边 ， 即 使 保持 下 列 不 等 式 

zi trir- rio, 


在 特征 锥 CO 上 ， 补 法 线 做 商 两 次 的 运算 记 为 2， 有 
2t € Orc 0? 
às? = E jJ Art 


Órj OF ô’ 
+2 NY 0,0; C4. 9T 
icici 5 Ov ^ Qv Ond. 


这 里 Pg C WRAD ARR Mdl, =,= 1. 
函数 wx 在 C 上 需 满足 下 列 条 件 : 
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Ori V Tu 
ter sh 
l«4«b«A, (27) 


ip 


24), dx, 


即 在 特征 锥 上 我 们 有 
0 
os? aE VAN TOLE 
附加 条 件 (27) 要 求 函 数 cir 是 超 双 曲 型 方程 (26) 的 解 ， 即 
L[wiy] ^0, 
dT 26) MAR u 为 充分 正规 的 函数 ， 二 是 得 
SI 
Wa [ Bv 5,553) anro.) a jus nic 
(28) 
EKHRTEESIKUCED. T5181 Cn gm 
积分 ， 我 们 用 下 列 等 式 定义 O 
æ, =r ¢089, x1,—wsin6, 
23 — peosŲ , z, —psin y, 
其 中 repu Ta, s KAMAR M LACE Testata) 
的 距离 。 注 意 对 固定 的 8 ,水 , 十 述 等 式 的 轨迹 当 w 二 Pp 则 是 
锥 的 母线 ， 容 易 看 出 在 C 上 和 补 法 微 商 等 于 对 s 的 微 商 ， 即 沿 
C 的 母线 对 于 长 度 的 微 商 等 于 运算 元， 在 C 上 的 面积 元 素 为 


(0x, p«oco). 


dS = Js’dsdôdy, 


wir 
ðs 


由 (27) 在 C 上 三 0， 故 沿 C 的 积分 是 
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JL. a. du x. as 2 
- [as stdsdody ; 
[^] 


这 是 因为 在 C 上 由 于 
9*u 


1 I Bo d, 

BARRUNEN s IO —ErfOR. Q op (6, 0) CR JA CAST 
SPANO, LUCERE EDU SHUIEN, GBA 
积分 可 得 到 

[eame 22 aoo 2u CP), 
等 式 右 端 前 三 项 的 自 变 元 (ziyzayzsszi) 分 别 代 以 2 去 peosg， 
2 *psn8, 2^ *ocsp, 2 Fosn 山 ， 而 uP) RRUEP 
ABE, MODRE: 
Ai oy apa 2u dd — x^ P) 4 


2 0 E 
Mff aeta 
- (39x Jas -o 


2 2z 2 
或 saup) = 全 |， (e ZE — 2655 e 2u)ab d + 


EUM NT 


Qu NOwiy jas 
*, 


A Or,Ox&/ Os 
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在 第 一 个 积分 中 ， 二 表示 在 C 上 的 补 法 线 微 商 ， 第 二 个 积分 
中 ， 如 表示 在 曲面 了 上 的 补 法 线 微 商 。 
ETITI 
WEEOATISARM, B wi 满足 了 [wsx] = 0， 在 特征 锥 
上 满足 下 列 特征 初 值 


wik= 
20104 Wi 9n. jh 


1<i<h<4, 


函数 wx 称 为 方程 L]u] =0 的 里 曼 函 数 。 
我 们 作 如 下 坐标 变换 ， 
2,770080, Ys =7sing, (Oo<r,pceo) 
Zs pcosir, z,— psinu, i 
方程 (26) 化 为 
u 1 Ou, 1 u Ou 1 u 1 uy 
órt " p Or s) 08^ Op p Op pj ^ 


(29) 
特征 初 值 变 为 
DNE pons 0 uis sin cos 6, w,,= cos cos y, 
w= Cos0 sin y , (29,) 


l.. r : s 
Ww = gin w= sin 8cos ),2u,, = sin 0 sinw, 


1 5 1 
Wss = 395, w= sinp cosp, wu=-z sin? v, 


假定 (29) 的 解 具有 数据 (29, )， 而 且 在 区 域 了 一 ?>0 是 正规 
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的 ， 此 区 域 的 境界 C 等 价 于 了 =2 。 R wir 使 具有 下 列 两 种 
形式 之 一 : 
2 
wiy const f (8) «(8 ) 
或 
way conste fO, p)g( P E -5). 
里 曼 函 数 可 给 出 如 下 : 
2 \ i 
vali eosz0 | 1 (1— 5, log (rè =p) j 
p 
7 


a xe sin 20|1 + e s 


2 P, )log Cr: —p?) | 


w ,,— P cosg cos b; 


Wi 二 P cosd sin v; 


r 
uo c esto [o (1-5 tgo - p); 
v4, T sin gcos V; 

Ma. Esingsin Y; 

eden (t) 
ee 
w= ic gente Di (res - 1]. 


3. 对 初 值 的 必要 条 件 

借助 阿 斯 盖 生 定理 可 以 证 明 在 非特 征 超 平面 任意 给 定 初 
值 ， 其 柯 西 问题 一 般 是 不 可 能 的 ， 问 题 是 为 了 能 解 (26)， 人 
许 什么 初 值 ? 下 面 将 引出 它 的 必要 条 件 。 

我 们 从 用 过 的 格林 公式 开始 考虑 ， 由 上 段 的 讨论 ， 我 们 


JC a ea) (as) us e 


pe | s? dsd(dib =0, 


如 上 段 一 样 ， 运 用 分 部 积分 ， 我 们 得 到 
BE E 2 s? dsdód i = 
[ 


= f CE E 2u)dody -ut | faoay, 
我 们 得 到 


I(0,45)u(P)— 2 ffo e - 2994 2u)ddd 十 


ee 


(30) 


有 


其 中 
10,4) [juan 


汶 里 二 重 积分 依赖 于 和 了 ， saa Pøt, RIRE 


ow P) 


EGE Ru, HENEN, qoo =P, ag 
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às? 


à 2 2 
«ffi i b) GER ee er. 
(30,) 
En La 表示 了 的 法 线 方向 余弦 ， 则 在 荆 上 的 法 微 商 为 


10, pE- ffe Ca - 259 420)a0dy + 


- (31) 


方程 (30, ) 5 (31) pf s xk DP E u 的 法 微 商 必需 满足 的 等 式 。 
现在 讨论 一 特定 的 情形 ， 考 虑 区 域 G( 及 ) 为 由 半径 为 EE 
的 超 球面 ,以 卫 点 为 项 点 的 特征 锥 以 及 超 平面 zi — 0 所 定义 ， 
di EAS AE M 
Xi =r C030, z,—rsin6, 
Xa =pcosð, x, =psinð, 
则 G(R) 的 解析 定义 是 : 
24g c R?, 0$ =~ 70, cos070, 


(0mmr,p-oc) (32) 


这 时 有 
a [,92í.8 au wy 
Jl -— [roa n2.) - assa) di as S 
1fffa 
+ 去 上 | 5 
[4] 
ims, O, Pu, itx E25. 
在 最 后 的 积分 中 ， 心 的 自 变 元 是 (32), 沿 C 即 "一 D 一 2 二 s。 


对 于 固定 的 9 ， 出 ， 且 一 D 一 2 去， (92) 定义 为 过 卫 点 的 
. 58， 


2 s*dsdÜd p —0, (33) 


特征 锥 的 母线 ， 此 母线 交 曲面 S 于 踊 卫 点 有 距离 8 一 于 处 ， 
But, uw S 
pa side= R1 24 —2 RÜ ezu(R)- Zu( P), 


因为 cs0>0, — 2 0 5, (3) 


EM ae (n: t -2 RE ead = atu CP) 
o( e 2'u Và 
t ME T [eaga Gs 2; Jas 
=0, 


BE u RRAK HR ood] 34 BURGECT E, KARIER 
中 取 在 S. 上 的 所 有 积分 为 零 ， 因 此 得 . 


2xu(P)= aim» [e Mir 


à 


taxa. 229]] da dr, da, 


这 里 4 是 三 维 区 域 好 一 Pp? 之 0, 命 um 


f. RU 


ou < 90 Ow 
HL a. ess E- 
ss Qri 4 bon s os 


ase. )]jas. dis dx, , 


因 之 ， 初 值 满足 一 组 积分 微分 方程 。 
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$6 边 值 问题 的 显 式 解 


$ 5 讨论 解 的 显 式 以 及 初 值 的 必要 条 件 ， 实 际 仅 指出 四 
个 变 元 的 人 情形。 讨论 的 问题 是 从 基本 公式 出 发 ， 引 出 里 曼 函 
数 得 到 积分 显 式 解 ， 可 视 为 里 曼 方法 的 推广 。 以 下 我 们 从 其 
本 公式 、 基 本 解 出 发 讨论 边 值 问题 的 显 式 解 。 

1. RAAR, RAM 


考虑 超 双 曲 型 方程 
raay eu X Zu 
roe 22-3 2-6 (0 0 
则 有 基本 公式 
ERI [oF (4) -uF (0)]dE = 
y | z 
- pf fs v uas (38) 
8 


其 中 总 是 2 和 m 维 空间 内 一 个 闭 曲面 ， 它 范围 着 - AKR T, 
» 的 方向 是 号 的 补 法 线 ， 由 下 式 定义 ， 


dz, MEC IS dre dy 
i ax 1 ex 1 à d 
2 m, 2 87, 2 2m, 
n" $n 
4 -S53wi- Maj 
D j=m+1 
DG 


S. Gs ur yu.) =, 
方程 (34) 的 基本 解 是 DU ux 
。160 。 


r-$Gcay- A. (z,—25)* 

是 2m 维 空间 动 点 f= 二 《X41，… Tam) E E= (z1 ,732m) 两 
点 测 地 距离 的 平方 。 

从 基本 公式 (35) 出 发 ， 可 得 超 双 曲 型 方程 (34) 的 解 的 如 
下 性 质 。 

2. 解 的 性 质 

性 质 1 超 双 曲 型 方程 (34) 的 解 的 补 法 线 微 商 治 闭 域 边 
Jt WE f CB IR RAP SET AR, RU 

du 
npe 


NODE, EÆKARGS) h, Nou yg e 34) 
HUE, v=1, VARFER, AF u ERE, EREA 
正常 积分 ， 显 然 有 


Jj Was =0, 


敢 性 质 L AAGE: RAED EGO I9) f n S £8 fct 
沿 闭 域 边界 面 的 积分 为 零 。 
A2 GV Ron Vous cg Pa ribi S Jp I8 Ac HO lo, 
u RV pano ERC4)Hy EN, N 
[1 du dí 1 " 
er -d re de a pus) s 
[UN 从 (Zz ) 在 六 外 ， 
=f 36 
l 2(1—m)«,u(2*) ti EV yu, e 
证 : 省 定点 (z9) 在 域 万 的 外 部 ， 在 基本 公式 (35) 中 ， 取 
u 为 (34) 的 正规 解 ，" 到 为 基本 解 荆 !-"， 则 有 


ME 


"Lr (zm) 5 7 


mmm apo AH, RRR, MANEA E 
时 ， 上 式 左 端 为 正常 积分 。 

当 (w) 在 域 矿 的 内 部 ， 由 于 特征 角 面 和 一 0 的 项 点 (2") 
为 奇 点 ， 在 引用 此 本 公式 (35) 时 ， 需 挖 去 以 (z?) 为 心 ，s 为 
半径 的 球 Czos: 

Bs -at* 十 m (2,23)! «st, 

PANDA. WAVER Cus HHRH V^, EVE 
运用 公式 (35)， 则 有 


0= TUE fs ]r eom (gus) hr = 
y' 


mof n ud nus) s=. (37) 


PEEPIEITOOULDUEI I DEPHEHCOILI 
B, HUE 
B du 
psf: Jim Quas, (37,) 
ESk, HF 
. 162. 


du X Ou dr; SS Ou dz, 
dv $m Ox dv jari Or; dv 

S Ou 1 OX , HW ĉu | 1 ôL 
f 021 2 Orn jsi 0x; 2 Om, 


Y Dn, ream t Was) 
TdS =+4+4 19 »4k-1»4 kt» 2m 
k y DCM ha yy Aya) d 


TORO) 2m — 1 BiCGEREAS, MG m1,2, 2m - 19 2m 
HEB] 2m — 1 AH RS 40 5 4c" "相当 于 内 法 线 方向 ， 
“+ “相当 于 外 法 线 方向 。 

球面 沁 上 的 点 可 视 为 由 (2°) 引 测 地 线 与 球面 避 的 交点 ， 
油 地 线 上 的 点 (2) 与 定点 (21) 的 测 地 距离 用 8 表示 ， 则 


norte) » 十 0(82 ) ， 


29x, _、9 E 
ds 


i X 
WE, 7, ) 积 分 号 下 的 分 子 是 S RERA, dk 
I3 — (s! H (21, ,21,))? 
为 gs2 级 无 穷 小 ， 其 中 
局 Cr 一 SS Haah sa) ded, 
(Hi)=(4i)!, 
《45) 为 方程 (34) 特 征 二 次 式 的 系数 矩阵 。 放 当 NEUE (a) 
时 ， 所 考虑 的 瑕 积分 的 有 限 部 分 (37: KAFE, H 
PE 人 人 dug g ->0. 
2 


m t o(s*), 


D"3 dy 
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再 考查 有 限 部 分 
Pef- Jua (sa)as， 


由 于 在 之 上 补 法 线 方向 i 与 次 特征 方向 ds 一 致 ， 则 有 


d 1 dr dx 
S paa- mq E Am) js Spes ds, 


因 之 ， 


2su? dri 
—(1—m) pj. i de P» 
z 


süs af 1 ,2g Pitas: sim) 
(1— m) vj zs ES Md 2 3 


dA, 0A nas 
EREN EA uul? ) Hul?) u Ui] u—u(x? ) 项 的 系数 ， 
分 子 显 然 有 sz 阶 无 究 小 ， 分 母 亦 然 ， 当 立 趋 于 (z" ) 时 ， 由 
于 忌 的 正规 性 ， 相 应 琢 积 分 的 有 限 部 分 必 赵 于 零 。 简 下 的 关 
Tue? ) 项 的 了 积分 有 限 部 分 为 


2(1— m)u(zx yer das pese: ae 
z iğ 


ddy dhymts 
y S> (20) 时 ， 上 式 积 分 号 下 分 子 、 分 母 既 具 有 间 级 无 穷 小 
o(s), MOER HRBAT TER, RIERA C; 
Aen, 
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z 


BADAT j, GEH 


Pe fn e ul pujo-20 1n )U MC? ). 
s 


仿 上 述 推理 ， 自 然 有 
R3 BVR Rs MRKA i S ABRIR, 
u EF LESE, y] 


[X sss r [p 1 du d 1 lis. 
bf 全 pes God +peff Du cut pajas = 
了 8 
ELA di!) V Jh 
Um) Canala), HEV Us 
METTIUPEEL 
I ox C36) i (38) A Ut AUI RE RP 6 Tan 空间 闭 
PX u feli S EWES 
WAS tlt, PaT EEAS 
OIIE BOURSE, PIAM ERKO i IURE 
aE, RARER EE, MRANA 
值 问题 的 显 式 解 。 
为 了 达到 这 个 目的 ， 从 革 本 公 趟 (35) 出 发 ， 取 芭 为 (34 
W Mo IGHIU, Wy 


Firda dU 3 
Pf oes TERA - dS = 
er| [i u^ [US =0, (39) 
S 


(38) 


一 点 的 值 , 除 ; 


dv 


KUARA SNG. LIO) 38 3t 5 (99) A 
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1 dí( 1 log 
gj frs US D ug rm U jas 
—2(1—m)C uz"), 
Yy z EEA 1 1 /— and 
定义 函数 G(7,% oL re U0) 称 为 超 
双 铅 型 方程 (34) 对 城 天 的 格林 函数 ， 它 满足 以 下 条 件 : 
(GD 在 S 所 范围 的 域内 ， 除 特征 角 面 全 =0 外 ， 满足 超 
双 曲 型 方程 (34); 


Q (7 7), - 
(8) 函数 G C2) epe ES 


这 样 ， 就 得 到 边 值 问题 的 显 式 解 为 
w(x°)= —Pf uud dS. 
ees 

IMETRTTIY: 

在 区 域 矿 内 的 任意 二 点 (c)，(b)， 以 此 二 点 为 定点 的 特 
征 角 面 分 别 是 T(x, 4)=0 与 T(x, 56)=0， 以 此 二 点 为 定点 
的 格林 函数 分 别 是 G (zya) 与 G (a,b) IRAKA, AAR 
VREAU), (b) 为 心 的 小 球 ， 并 命 这 些 球面 分 别 为 2, 与 
Z, FRONS V. EV 上 引用 基本 公式 ， 设 基本 公 
RH u-G(,a), v—G(z,5), WA 
pe feof [06,0289 9 - a 516 09 s —o, 

FESTE 
根据 格林 函数 的 定义 ， 它 在 区 域 的 边界 3 上 为 零 ， 故 有 
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pef- fec. at) Dogs, I6 con 2us- 


3. 
i Ga) D 
= -Pif [a 
i 
aap Ce us, — a0 
考查 (40) 的 左 端 ， 由 于 沿 了 .的 积分 GbE E, M 
有 
dab Sy 2G du 00 .1 ax 
0 了 óx, 
24d 2G 
=È AU 


仿 性 质 2 的 分 析 ，《40) 式 左 端 第 一 分 有 限 部 分 ， 当 
2。 趋 于 (4) 时 应 趋 于 零 ， 而 第 二 项 中 含 ad U sd. ERE BT 
Z, SER DAY 


$ d 1 y 
dca. w GD pest aS 
o 
(41) 
其 中 
d 1 Rx dir. 
d Dec-c009 Dy — 
E RE dtr 
SeA Rà A ds | 
=_2(1—m) T 22: smr Aos, 
故 (41) 式 等 本 
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1 » " DGns,2z,7, 27 in) q) 
[m pr. Trete IED NG, 和 9 2 
Aom- ERN iZ AFO, EOM HEN IY 5) 
0 
SU orbit o Dn.) 7 
P ru *' 5$ a d 
当 ZR T (a) RIS Oon ome M0) x eum x, 
于 (4) 时 ， 其 极限 为 G (4,5)。 
同样 讨论 (40) 式 右 端的 极限 为 G(5,a)。 政 有 
EA ” 超 双 则 型 方程 (34) 对 咸 玉 的 格林 函数 具有 对 称 性 
Mir: 


xh, mas 


G (a,0)  G (ba), 
这 个 性 质 在 讨论 超 双 昌 型 方程 境界 值 问题 的 综合 工作 中 
将 会 有 用 。 


$7 ”关于 在 低 维 流 形 上 给 数据 的 问题 


EH 6e 
d, art tae ?>1, 
e e x 
ta 00 


这 里 t,e REE. dpu(r.i)m Qu mu fh. s, 车 

f Gr) REBIR TR SE SUM a Gr o ab SUR ZOU To] 
(deuten dogs d 
1 u(z,0) =fr) 
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是 正确 的 。 
若 考查 问题 对 空间 f 为 球 对 称 的 解 un, OR iy ts Pa 


与 pz |t] =V tF c GERI, 则 问题 
PHP edunt 
u(r,0) 2 f(2), (43) 
(2,0)=0. 
的 解 w(x,t) 必 满足 (42), 函 数 v(x,t) 灶 p 之 0 两 次 连续 可 微 ， 
而 对 p 之 0 连续 可 微 。 
问题 (43) 是 奇 型 柯 西 问题 。 
2. 奇 型 柯 西 问题 (43) 的 解 
记 4=w*(z,t)， 首 先 有 如 下 循环 公式 ， 
Lo" 1) 2 tu***(z,1) 
0i "^ EAR (44) 
už (x, 1) S tu (r,t). 
上 述 公式 表明 ， 我 们 可 以 由 (43) 的 一 个 解 uklet) 得 到 
同一 方程 具有 参数 有 十 2 与 一 2 的 解 。 这 里 仅 指出 对 单 变 
时 $ 的 函数 o 和”， 上 述 公式 是 正确 的 。 事实 上 ， 命 


w= tko, 
则 
Pw 2-b Ow p(t 
rt n7 C EET 23 
EE 
iue ot, 
我 们 得 到 ; 
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w k+2 ðw 1 ðf» k Ov 

a8 *od gE 4 Hort a 
要 解 (43)， 就 参数 五 可 分 几 种 情形 ， 
情形 I k=p-1=q-1, 
在 本 章 § 1 曾 遇 到 过 这 种 情形 。(43) 的 解 由 下 式 给 出 


1 
ssp) mz [res T0 p, XU Gp) d,s 
8 


Qa 
wni 
r(4) 


WEI ï b—p-1»5g-1, H p>g. 
虚拟 变 元 至 te 个 ， 这 时 


2 A 
4, i d, k U= P F . oo 
运用 降 维 法 可 得 
3-4., 
ulz, p) i-e II fG-capY(1- Stat) *O days, 
LES vox 
Sess 


iml 


2 kti-gp2 -9 I jg) CI ) 3371 dg, dy, 


Ww 
k+l -ysf 


rt,-Gi-yo*. 
情形 亚当 人 <9 一 1 时 ， 即 D<9. 
这 时 ， 总 可 选 正 整数 m 使 得 
k +2n>9—1, 
170. 


而 归结 成 上 两 种 情形 。 事 实 上 ， 通 过 公式 


得 
3 9 
No- CC Wg-kl pol-E -k-2— 
EU d (ga) P (25 223)" 
ð a 
== (757) potiri rte, 
ifj u*** 为 下 列 问 题 的 解 : 
uo, kn ou 


VITRE TM En NC 
pte ap + P ap’? 


u(z,0)— 


ja) 
CE T Db +3) (k 32n—1)? 
2u 一 
DAR. 
bx-1,—-3,—5, 
38271 E UP AUD) REAL E — 一 般 结 论 (C. R. Acad, 
Sei, Paris 248. 1959, 1469-1470); 


APTI- 不 是 负 整数 ， 有 


$-4 
Aua, t) i-r | fUr) dy, 
lz- yit 


KPII 是 负 整数 ， 有 


2 1 
Bu(z,t) — t*7?Pf f ACOLO EA E) dy, 
im y. 


积分 符号 为 多 重 积分 的 缩写 。 
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$8 边 值 问题 的 解析 解 


1. 问题 概述 

设 定 义 在 区 域 {zi orien, yT-eyrf-1) 的 函数 wz， 
22 yo US DEUS TZQX Y *) ENEK R (o 21 — yi 
yi) HRR Ult ot uus yo) 构成 类 多 (和 并)， 我 们 把 
类 CX ,Y *)vp fiiium 22 ,9$ yS) URS CX S Y) 中 
的 函数 (at uut, Yis RIRE RFD. EEK 
5(xi-o-zri«d, yI YKI un, x. Yis Ya) 构成 类 
S UX,Y), 3S (X,Y)mmis, WARIA. 

下 面 讨论 ， 存在 一 个 解析 容许 函数 U EYY), 它 
在 区 域 {i 十 中 和 1， 好 十 姓 入 直上 是 超 双 曲 型 方程 

bu | Ou. Cu, Ou 
Ori Ori Gy? Oy3 
的 解 ， 并 满足 以 下 边 值 条 件 
uri ya Vista) =F (03 3 i Ss) (B.V) 

Af CB. V) 定义 在 区 域 (xt x$'—1, yi 十 V3 人 1}， 函数 
fO ai o BF CX ,VOBIESUET 2. 

此 外 ， 讨 论 了 解 Wi 02, Yi o Ya) RET E VERE PRAE 
唯一 的 。 

2. 记号 

a (2,,2,)81 P= (pp) 表示 二 维 笛 卡尔 及 空间 的 点 ， 
y Qn) q— 6n, q:) OR HEBR ARY ENA. HEX 
两 空间 的 欧 氏 距离 ， 用 下 面 符 号 表示 : 


pz 一 [CD 一 2 十 (加 一 za 和 二 Inl - Gtezb*, 


(E) 
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lqyl - LG n) + G7) 9, lyl-Gi-yD*, 
我 们 并 约定 空 一 大 十 下， 多 一 下 二 下， 带 有 星 号 的 字母 表示 
距 原点 为 单位 距离 的 点 ， 例 如 z# KRE zz 8 i | a* | — 159 
x. HER Iz [siCly [cH CCX)CO (Y ))3E ER, 它 的 
边界 Iz*;—1(yf[ 2 0l C*CX) (C*CY )) 表示 。 对 二 维 
拉 普 拉 斯 算 子 在 C(Y) (C(OY)) 工 的 格林 画 数 用 Kp, x) 
CK (q YDET R E ER TC Qn) wn 422199: UI 9) 
=U EE YY) Eo VEF CX Y ) m u Bp IS CX ,Y ). 

二 维 拉 普 拉 斯 算 子 表示 为 
82 e Hm e e 


artar arta 


4.= 


用 
d=1, di-—4, d=, 
4$—1, M—A, S=, 
定义 重 杰 算 子 ， 这 里 % 是 非 负 整数 。 
3S CX ,Y *) Si. 
it u(v,9*) E Xd TERRAE] C CX ) X C*(QY ), 
定义 1 uz,Q)€*V(X,Y*)5ugl( x 
(D 4iu(r y) RYE XE n (25,22) HA RARO (X) 
XC*(Y) EER, XE n—0,1,2,--. 
(2) x, 4*)— Sid |42u(z, y) sns) , 其 中 
(n) ni TZXSHEÉTT. 
仿 定义 1， 可 定义 u(a*,y)€(X*,Y), ixHiu(s*,y) 
是 以 拓扑 乘积 CY(X)XC() 为 定义 域 。 
mk 一 0,T 2,…) 次 折 亚 波 阿 松 积分 算 子 由 下 式 表示 ， 


"173。 


9o(z) 二 1， 恒 等 算 子 ， 
(Gym mr 下 Go) + 


rct (45) 
de,K(v,,7,4) (n=1,2,...) 
ric 
这 里 
n=) | ar, - [ dr adri. 
Le fk 
定义 
G,(z,u*) = G,G ,y* , Jiu) = 
apitan 0 
其 中 


p*=(cos0, sind), jos - [^ "ao. 
3. 几 个 引 理 
引 理 1 di «(2,/*)€9 (X ,Y *), Jj 
uz.) e È C10). 0,99, 
证 S 
— 1hvp* E n zi) 
uz) = 2a - 
-| K(n,2)4u(rqt)dr,, (47) 
rnc 
由 (45) 与 (46)， 则 (47) 写 成 
uz ,4*) =G CT ,*) — 0 (2) dr ut), 
(ro —z) (48) 
NUI 


于 (48) 中 用 Au A u HITTE Cr sy) E 而 后 将 对 4, 
信 ) 所 得 结果 代入 (48)， 则 
uz ,u*) - Gro x*)-— 
—0,(2)G, Gs ,y*) + 0,4 $n Co. V") 
HERRAR R-1)K, RNA 
u(y = È (DUG 
HCL) Ona (2)4z (ran U*). 


Bn 1 z 1 
KG rs dr ect, 
rl 
16,5 (0) 47 ursa I) | (49) 
M. 45. 
«Mex ul ena D, 


由 (49) 立 刻 推 出 引 理 的 结论 。 
引 理 1 的 逆 定 理 为 
引 理 2 设 记 (zx y*) (R=0,，1,，2,…) 对 CO*(X)x 
Ox*( 了 ) 上 的 (x*,y*) 是 连续 的 ， 并 且 使 
$ Max | fi Gt Coo, 


2.) 


k=0 
Wok, dO Guy) Gi yf), WAR 
ua)= 31 DOG s )， 
(ro =x) 
属于 关 QC ,Y*), Mulay tE COO XOT ENR 
NEWER 
iE. ducu RIE OXO) E (a, ERE 
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Kc TB du rm (zyma) 具 一 阶 连续 偏 徽 商 ， 因 为 
ult, y*) - GG u*) 09 G)o 65,99), 
Au 
sr) = $C 96, G)8. 0a P) 


EEO) XOY), O85. 用 同样 的 方法 证 明 
v(z,y*) fe CX) xO*QY ) ERF x (zy7a) 具 一 阶 连 续 偏 微 
B, HHfECCX)XxC*(QY) d diu(m,y*)-—v(z,y*). AE 


Au, y) S —1)90,,)G, Gs ,9*). 
由 上 式 得 


du ry*)=f (L,Yy*) 


与 
l4 uae S Max] 


一 般 ， 用 .上 理 可 得 公式 如 下 : 
ST) =f ry*) 


1 假设 与 上 估计 式 丰 出 ， 当 n 趋 于 无 穷 时 全 "424 (e, y*) 对 
(%,W*) 一 致 趋 于 零 。 这 一 一 事实 就 完成 了 引 理 2 的 证 明 。 
A5 COE Y ) 的 函数 
定义 2 u(z,a)ETSCOCY) HOC 
(1) 4234pw(z,，Yy) 《wm 二 0,1,2，…) 及 其 一 阶 偏 微 商 在 
CCX)XC(TD) 上 连续 。 
(2) 14868207) 有人 trrGnsm) 对 (zy) 一 致 成 六， 这 
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里 r(n,m) 3 (n,m)- (eo oo) RE ECT AE 
n 次 普 代 重 法 阿 松 积 分 算 子 表示 为 : 
Q,—0,(7)0,(y) -1, ERT 


9,6.) =|| dnd Qi KE Ga 
Pi«laicli 
dpd K (Past) K (44,9); 
Pal qi 
(n=1,2,.…) 


这 里 pm Gaii)» qi— (q1502)5 (k=l, n), XX 
H (2,9) = H.G,y; 42 atu, Ay atu, dp Az1u) 一 


1 Azu(p* ,q*) (1—2*) (1— ay 2 
E dprdg* 


|p*z| lg*yl 
1 os ep 
一 zl dq K (4, pe- Ay d n ou =) —dp* 一 
4 
1 atd uCp,g*) C - 
-- ij dpi CA Eur) Td -y) gx 
LE 


(n—0,1,2,---). 
(30) 
我 们 将 证 明 :， de oum, y)€/Z CX, Y), Mul, abi 
CtotuGt y), Arta), Atl tuCr yt) n-0,1, 


完全 确定 。 
引 理 3  5u(,)€Z (X,Y), i 


ux.) 2 QI Gn. qd). 
WE adu p da 1; QU EEUU 
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LiuptaO ox) que. 
uz, =i tp*zl dj* 
- K (p,z)4,u(p,y)dp— 
pl 
dp* (1 一 安 )[ 1 p uCp* ,9) (1) que 一 
E, PT * 


æ] i*r 


-Í K GAP, gag |— 
PERI 
E | dpK G,o| His C "e 


x | 
p«l 


-| K (q,9)4,4.u(p, q)dq | 
q«1 
(91) 
出 见 次 登 代 重 波 阿 松 积分 算 子 与 (50)， 可 将 (51) 写成 
u(r,y) — H (Pogo) + 9:4,49(p,0:) 
((po A) )= (v,y)). 
ERPI A du, y) Ku, iE Qu qu) 的 值 ， 并 将 对 
dpd UP g RRRA ER, A 
ulw y)=H Pasg) + QH(p ,91) +Q, džul pasga), 
重复 谷 代 (ww 一 1) 次 ， 我 们 得 到 
u(z,y)— Žan, Pisga) + Q,447 47 U Pasgan). 


(52) 
由 (49) 与 定义 2， 有 


P n+l 4n41, 
12, adatta | c METTE rn 1,nt (88) 
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由 (52) 与 (53)， 引 理 得 证 。 
下 面 考虑 引 理 3 的 逆 定 理 。 
引 理 4 d Su DY) =g (2* y), sular, y*)=ħh, (2, 
y*) (k=0,1,2,:), i 
(1) A G,y*)€V QX,Y*), qG*,y)€ ZQX*, Y), 
(2) 4£h, (z* ay) Ai gi(2* * ) — fa (xt ,9*), 
(8) MGE Gub, x, y, d*y ERO, 
125g G* y) | + láz (oy) c, 
H HQ) S HO 5f. i gA h), I 
u(2,9) 7 TO Hp )EF (XY), 


证 I295 CX ,Y ) 是 函数 的 线性 类 ， 
H,(p;,9:)=H,,(p;,9) + Hip); 


这 里 
Hii(pi,9,)=H,(p, ;fi,0,0), 
His Pi,g:)=H(pi, ;0,471g, ,0), 
H 


Hau(pi,q)— H,(Qi,q,0,0,275,); 
PA, JMURTTUEUI 
"osa S Q,H,i(p,4)€9 (X,Y), $—1,2,8. 
引 理 将 被 建立 。 
现 证 明 wwi(2,2) 满 足 定义 2 的 性 质 (了 。 wi(z,9) 的 级 数 
为 绝对 收敛 ， 轨 为 它 被 下 列 级 数 所 控制 ; 
$ AMax] fi] EN l Maxs] <e Žž 


keo 
如 同 引 理 2 一样 ，wi(z,y) 必须 满足 定义 2 的 性 质 2 。 我 们 
，179 ， 


Grp) S 0,0 G0 H Q9), (54) 
这 里 
i jma DAU- ab 
HQ, gi dy*dg* 
(pog) = 2l [p*p laal 7» 
由 (54) 推 出 
dtpu ray) È 


&-Mínn,n) 4740 


EFL xS c 
k-Mín(n, m) 4* 


现 汰 虑 第 二 个 函数 


Ga) SG) o HQ), (65) 


其 中 
| Qgh (0,0) 
gq~l 
j "nO* 520 29D, 
Ip* Pal 
Hi(55) fj 
Asp) S PALA au G)8,60H aO 4) 
m-l 
-22.6 t-a G0)0 01) H Qn. - E 
- Sp 1-aGr)0, ODHE alp- nsf)» 
由 此 推出 


，180， 


4idpu(m,y) — 


ON 1 AygiCp* y) (1 — p-n) dp* 
POR sa Jc. p 


+ È 400 00H Giu gi). 


由 上 式 有 
[doe |n MD ota + 


- | k+l 
+4" "5 Max |a qut sy) | : 


于 是 ， 由 上 式 及 引 理 4 的 条 件 ( 3 )， 有 
4 29)| "St ,人 $ oyy 5 1 ; 
drta 4 
这 就 证 明了 sa(Z;V)E8 CX, F) 38 La pus (z,)€ Z (X ,V ), 
引 理 4 的 证 明 至 此 完成 。 
4. 唯一 性 与 存在 性 定理 
我 们 将 考虑 函数 u(,)€ £ CX Y), VR 
Ow ,Ow Lu + u 
dri Ox Ow Oy 
在 区 域 CCX ) x OCY ) 的 解 。 
定理 1 GEu(m,)€ES(QX,Y), u(z*,y)m0, X Hide 
C(X)XC(Y).E 4u-Au, WM u(z,y)s0, 


(4,u du), 


证 ， 由 假设 有 
Apdsu(x* at )—0, Ari dtu(z*,u)e0, (56) 
5 
szdiula*, y*)=0 (n,m=0,1,2,..) (57) 


WH, WA dule, y*)EV(X,Y*), 31 1 和 (56) 有 
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Adpu(z,y*) 0, (57,) 
方程 (56)，(57) 与 (57, )， 连 系 到 引 理 3 的 级 数 表示 , 即 可 证 
明 在 CC()xC(Y) 上 (x,y) 三 0。 
定理 2 dg(G*a)€ X (OX *Y ),3xB1459*,9) 1e, 
c j& 5 (n,x* y) JG SEG, de fO yt )map gy, 
g,(x* y) AS (X ). $E XL 
bes) = $ C^ DG). 0,9" 41), 
" (58) 
u(2,y) = 23 QE (ps 5f. 45g, dh), 
则 w(z,y) 有 性 质 ; u(2*,9)—g(*,), u(,y*)—hQ,y*) 
€€(X,Y*), uz, y)E9(X,F), Hig OCX)xO(QV).E 
A,u(z ,9) — Ayu(u,y). 
WE 由 (58) 第 二 式 看 出 
u(z* y) — HoG?* ifo ,4,99 54.) = 
1 ". * 1— 2 
= Pe fe Pu 


-| K (d1,9)4,9(2* ,q,) dq; go y), 
dict 
同样 证 明 u(z,u*) — ho G,y*) eg CX ,Y *), 
AXE SC fun y), g.(* 9), hiGns,y*) (n=0,1,2, 
…) 引 理 4 的 三 个 条 件 成 立 ， 那 末 4%,y)EF CX ,Y ), 
因为 g(x*, y)€S(a*, y), g(a*, y)€2(x*, Y), 
h,(z,y*) € CX ,Y*), 


ati * - 
Es" Oo, m ice. 69) 


k-0 
故 条 件 ( 卫 成 立 。(59) 即 引 理 2 中 的 不 等 式 。 
v182 ， 


[3 25 f. * , 32) 一 人 9(7# ,u*) = Ash (t uy) deg, 
q*), Stk) 亦 成 立 。 
AA [41g CGa* D | ex to, [4h G,yX)| «nd, QE 
36 Xp UERUS (Qn, b,r,y,z* Y ERUERA, REOR 
Me 
要 完成 定理 2 的 证 明 ， 必 须 证 明 在 COX)XxC(Y) Lü 
Buly) 满足 4u(,))—4,9(2,)). 为 此 目的 ， 我 们 考虑 
函数 (xy) md u(,9) - du(x,y)€ 9 (X,Y), 车 
4i Ago (z* y*)o0, Ap Aoo(z* ,) 0, 
AS o(a,4*) —0, 
由 引 理 3 就 推出 2(z,y) 三 0， 
TRI HG) 5 w(2,9) C 即 (50) 与 (58) 第 三 式 ) 得 
v(z y) m 4H. Pogo) — 4H (po, qo) — Í 


-0f <- K(Q,59,5) H. (paz , gs) dg 


(*) 


kic (60) 
+È A| — KGsnoH. Qs Ddp, 
Pci 


(C95 49) = (2,9)). 
DESCOLAS SE LSU 时 的 特殊 情况 ， 
AAT v(z,y) AH nal Pogo) =4H malp s4) 一 
- Es. K (ga-nt i» a-n) 
arangi KI E 
ED s ni)dds- n1 
* à... K (Puonti Bec) 
[e pm 
Hn(Prntis gr-n)dp, -or 。 《<*#) 
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洛 上 式 当时 为 真 ， 可 导出 
Agde (s) = 23 OL H Ges e-n) — 


- Eye apnk (pen pom) 
[i 


J K (Dr-mntis pa-n) HA (Ds-ne15n- 21) 0a mi F 
$5-n41K1 


+Í K (Pis Po) IH nl Pis q)dpi — 43 H ma C Poso). 
Picl 
(61) 


和 
ddio Gn ) — È r-n Hal Pans dee) + 


RH JS iesu] dq, SK (qs-m5ds-5-1)* 
q.s 


K (q.-ne15Q5-4) HC D«-n-1i »d«-n4i)dd.- 4i e 
Sn=m+i<1 
-| K(gi,g0)d Hn(po,91) dg + JH mal Poso). 
qi<l 
(62) 
从 (61) 或 (62) 可 推出 
dr dso(x,y)-— A,H, pi T) —A,H (p T) xs 
= Š eu — Ka» 
atni 


H (pi-s-15ds-4) dd, - 
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+5 Ani f K (pice Pr-n-1) 


HD. -n5di-n-1)0p.-5. 
LRÆC PH 四 十 工 代 敬 四 的 关系 式 ， 这 就 完成 了 归纳 法 
的 证 明 。 
由 (61)， 
A; dp w(z* y) — HG) 一 全 万。(zxy0) 一 
= )GL 一 好 )agx . 


-| K (gq,u) 47" g. (x* ,u)dg — 4," ga a (x* 2Y) 一 
q4«1 


ipea )de* , 


3l K (qu) 41" g(2* y) dq — Aj^g(z* ,y) 0. 
q«1 (63) 
i4 (62) 
Ap d so(,u*) m AH Sa (,9*) - Hur,y*) = 
—Ah,s(z,y*) 一 


[Letar cst 
Ln lp*zl 


-| &aGaxeuytdp]- 
«i 
cU, s n u*) — Ath Qi, y*) 0, 
(63) 
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由 此 得 
A hs a(,y*) =h,(2,Y*) , 
fe (* 3) — Ang py) = Az, Cp y), 
关系 式 (63)，(64) 和 v(z*,9*) — 0 立刻 得 到 (*)， 最 后 
得 : 对 CC()xQO(Y) 的 (Zz,y)， 有 
v(z,y) —4,u(z,y) — dry)=0. 
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第 五 章 ” 超 双 曲 算 子 


$1 超 双 曲 算 子 的 基本 解 


1， 方法 的 原理 
确定 线性 偏 微 分 方程 的 基本 解 的 方法 很 多 ， 特 别 阿 达 玛 
系统 曾 述 了 基本 解 的 定义 与 构造 ， 对 解决 模 双 曲 型 方程 的 柯 
西 问题 起 了 重要 作用 。 
这 里 所 用 的 方法 的 原理 是 :确定 一 广义 函数 召 在 R,(n= 
=n 二 ma) 满足 口 瑟 一 8， 这 里 m, 与 ww 为 奇数 ， 算 子 
p-» LE 
je1 ôr} i oi 
此 时 广义 函数 的 补 法 线 微 商 定义 在 特征 锥 面 立 ; 
= -1 
上 ， 此 广义 函数 为 一 组 常 微 分 方程 的 解 ， 是 由 在 母线 上 参数 
变化 构成 的 之 所 作成 。 
m, 与 m, 为 偶数 的 情形 , 算 子 口 的 基本 解 由 降 维 法 得 出 。 


a H a M 
2,7805, A4. 
Yi= Bi, Ae 
则 特征 锥 之 定义 为 


e 187 o 


P3, 
在 锥 面 上 取 补 法 线 微 商 为 到 ， 
设 7, 与 8 分 别 是 mn 一 1 与 n1 个 出 现在 m-l 维 与 
ms 一 1 维 单位 球面 的 参数 ， 我 们 在 锥 面 上 取 参 数 rn ss E 
义 在 锥 面 上 的 广义 函数 0, 是 在 开 紧 致 支柱 2(r>>0) 上 的 无 
FIRER PO SDRE ERZE, WAO). X 
函数 瑟 定 义 在 锥 面 上 ， 广 义 函 数 补 法 线 微 商 的 有 限 和 ， 是 在 
,0 中 由 ; 
k De 
E, p= 3s, ES 7] 
确定 ， 这 里 9 是 在 R,-O UR SCIRE LEISTUNG R 
们 用 [四 定 义 在 锥 面 的 一 个 函数 fno) m P. 
c, 仅 依赖 于 "， 而 且 是 在 ,中 的 拓展 由 形式 
af" apa 
mmf, | | Al Ze jaan 
Q1 D 
定义 ;这 里 do, 5 dO, m -1 5 n, - 1 维 球面 的 面积 元 素 ， 
9 是 在 R 中 紧 至 支柱 上 无 穷 可 微 函 数 。 
在 目前 情形 下 ， 需要 寻求 存在 百 ， 具有 形式 B-$ 


"aur orm HIER, 中 定义 在 锥 面 上 广义 函数 的 拓展 (J.Leray 


Cours de l'Institute for Advanced Study, Princeton, 
1951-1952), 

2. 基本 解 的 求法 

算 子 口 的 基本 解 满足 
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,9» — [18,9 — CE 19 — 
ZUM f f 2o20 9 |irdQ dQ, 


: zl 
Q1 Qs 


s0 


s? 


EX 4o p 与 do, 9 分 别 依赖 于 us Su 


1 
Tlr 9, 


o» _ Op "d op, 
党 口 n= 38 于 人 


Or? 


9'9, m -1 29, 1, - 
os? $ 2s NO 


?, Lo 1 i ; 
E 2s -DEDIA, 9-1, 


1 0 1 
P tarn [o,] — 


ES 29. 
另外 ， 还 有 
[28-]- 2:91 - [2e ] 
r Jr x] 

" : B 

BEAGE] 
我 们 推出 

a! ge]-?Iel p m= 
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-lpr e] de toa- 


-m - Sei D [99e]- 
-SoD Dt, e, , C) 
o, (p0,, E) r f 大 十 1 个 二 次 连续 可 征 函 数 。 由 


BARAR, oLlu—uL*o-divh, VAOR 
Sol 2.0v]-Sie,ten - 21a, -divh,, 
少 = 0 T 
e» 


这 里 部 与 起 的 散 度 是 在 球面 2, 59, 上 定义 ， 而 


Op- m+n, —1 o, af 一 1 
X44 TA RER ha n LL ar NE ie Ts a 
E or T iur E T a) 


k 一 1》h-pP+l 
= (% -DZ M -0- aa On, 
(p—1,2,.-. T" 
2990. M Ta-25 
őr 


9g, ÓO(m-l 
Zo zu £j 


I =% fo, a £194 -teJ( 2 i Ml 2,)- 


-2|o,..lo,]. 
函数 c, 满足 微分 方程 组 : 
£,-0, (p=k +1, =). 
由 第 一 个 方程 
«190. 


Zume Mtma, =o 


开始 ， 可 循环 解 上 述 方程 。 尖 我们 取 
o=, 


ar 是 任意 数 ， 我 们 解 


= 2 2 
gei p to 
0/n,—1 A Ok 
2 F ey) Qs 1) ko, 
设 若 
Qy,-, m3 Xy, 
则 有 
Xii Cs -1 
ôr r? ^ 


ari 是 相对 于 ax 的 比例 常数 ， 这 里 


-2 
, 


. 
Qk-! Sa 
aam Tea Er? 


nIVATR TU iE wx-: 的 一 般 形式 ; 
Ok-1= Qk- r 2 m 
e, 是 相对 于 ex 的 比例 常数 ， 满 足 循环 关系 式 ; 


2 Dae (3-271 (f 7f - ja - 


(s -2, 31 CL Df 80-1) OE - Das. 
(2) 
关上 = 一 2， 则 函数 0 在 开 域 9 中 满足 多 ,二 0， 对 广 
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XGR&D]E, EERTE 0 定义， 我 们 将 证 明 一 比例 常 
数 等 于 狄 拉克 测度 ; 车 ni 与 mw 是 奇数 ， 此 常数 不 等 于 零 ; 
这 时 召 足 基本 解 ， 若 nn 与 m4 是 偶数 ， 则 此 常数 是 零 ， 这 时 
瑟 是 方程 口 有 =0 的 解 。 为 了 证 明 这 个 事实 ， 在 开 城 人 积分 
(1 并 运用 格林 公式 ， 再 取 极限 有 

人 & [o 

limf n Ae ino Jarda, da,= 

—lim f fi. dodo: -(1] KK, 
210, : nd 
然而 函数 Or- 以 及 它 关 于 ?的 一 阶 微 商 当 7 趋 于 零 时 


mure, n^ gia, 实际 上 , # 4 一生 -2 ， 则 01= 


cer, Wh Ido SUR 
Hm[1] =p] (m -2)- 
因 之 ， i 
([]E,9)29(0,0)a, (n, —2)K: Kz, 
REDE rp ir E JE PER |, 构成 ， ELAT AE 
测度 。 
现在 计算 比例 系数 e: 循环 关系 (2) 当 k -- 2 时 写 
为 2(k 一 上 Da ,一 1 一 和 十 1)o 一 
- (m1), Sh Dm, 
再 由 关系 @ 乘 以 1 有 
2(b oil+1)%w_=1(31+5—2n,)a+ 
TT) -3-na, 
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我 们 用 古典 方法 求 得 线性 方程 的 解 
aya (4 —,) (6— n) [2k +1) 74], 
Tin, 与 % 是 偶数 ， 当 乘 积 (一 2)ae Jg Wp, E Whe 
DB=0; 
din 与 ms 是 奇数 ，(ma 一 2)ao 不 等 于 零 ， 选择 适当 常数 


1 
a (o= K Kinm [ns 2k air Dr JE 


=ò, EHEZ, 

3. 降 维 法 

dim 与 m 是 奇数 ， 算 子 口 具有 依赖 于 特征 的 基本 解 ， 
给 出 


N EGyeGodz- | f f Mise ^v. drdQsd0, 
210; 
Ve 4f tds v] RA m, 与 ms 为 偶数 时 算 子 口 的 基本 解 ，” 
方式 如 下 ; 考虑 上 面 的 积分 ， 其 中 ?定义 在 紧 致 支柱 上 ， 支 
柱 为 母线 平行 于 第 n 个 坐标 轴 的 柱 而 ， 其 基底 在 前 m% 一 1 个 
坐标 空间 Rn 紧 致 且 与 第 nn 个 华 标 无 关 。 此 积分 是 收敛 的 。 
在 Ra 通过 数量 积 
(B,p) .a =| EGG (31) 
R. ^ 
可 定义 广义 函数 E, AA PRESTAO W Rni(p€ 
多 ,1) 有 紧 致 支柱 。 
此 广义 函数 吾 是 口 的 基本 解 ， 运 算 子 具有 见 一 1 个 变数 
人 一 1 一 加 十 ms 一 1， n 是 奇数 mw 一 1 是 偶数 )， 算 子 启 通 过 
-— o* 
D-D-a3s- 
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定义 。 
"X b, WE € Za, RITE 


(8,927 CE D) C, DI. - 90), 
E 的 支柱 是 在 Ra 中 百 的 特征 锥 的 内 部 


Seo - Xem. 
BHERAIBDIAEKIS, TAH n-2 个 变数 (m 1 
与 mm 一 1 是 偶数 ) ， 算 子 口 通过 


5-0- Bx 
xx) En 
(F na =(E,p)r = | EGGS — (3:) 
E. 


定义 ， 其 中 e€42,.. 
可 以 证 明 (3 ) 与 (3 ) 是 收敛 的 。 


$2 变 系数 超 双 曲 算 子 的 基本 解 
考虑 变 系数 超 双 曲 算 子 
Lum 3 Ae E E, Angat 
+ A B-E + 0u, N= 4m 


其 中 系数 Au. Ars Ba O 为 变 系数 ， 分 别 有 适 当 高 阶 连 
BOB, DKE XAQXQX; 5 BAXX HEZ, 
这 算 子 的 特征 流 形 是 一 阶 方 程 组 ; 
"194。 


S Si 
Fw > Aim; 一 Agam — 0, 
$471 k-1 


. T (4) 
Bride 一 Predrs=0, 
[n k-1 
的 解 。 
以 M 点 为 顶点 的 特征 角 面 Tw 是 由 通过 用 的 特征 (4) 所 
形成 。 即 求解 
dz. dz; _ dx dx, _ 
1 aF IF Ta = 工 下 dh, (B) 
2 Qni 22x 2ó0z, 20x, 
并 在 用 点 满足 
z,—z9, m,—n$ 与 7, 王 24 rz ZART? 一 0， 
我 们 在 空间 R 这 样 取 参 数 ，),Mybiygx 使 得 2,(%,0i,04) 在 
及 .中 是 (5) 的 解 ， 即 
i=l, bisht) 
zy zy (5,601,804); 
Iu 的 方程 为 和 一 从. 
dk BR, 中 的 函数 9 定义 在 Tw 上 用 [9] 表 示 ， 算 子 工 可 转 


换 为 如 下 形式 ， 
E p Iu ke FOr 
Ae Jom+ S o[25 | rave, 


E o, 是 定义 在 Tw WAR d 
D,=0, (p=1,-…, k +1) 
确定 。 
四 ,一 0 & o, 的 一 阶 微分 方程 ,对 这 方程 ,分 别 循环 求解 。 
BR 


= -1+p-k 
g,—0,À $ 9 
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这 里 os 为 连续 且 有 界 的 函数 。 
若 Iud, pe (5)-2n, di p 


Re 人 { 3 ol 2e C[w]]didQ,dQ,, (6) 


(m EA KIERES), 
RAT Th 的 广义 函数 ， 由 数量 积 
(o 4) -[4ft $ edo ]aao,a0, 
Tu 
定义 ， 求 解 积分 方程 ( 6 ) 得 
vi 一 | E. ooo God, 
R, 
E36 L* 在 ry 的 基本 解 ， 因 之 有 
LI* Ba, (2) =C), 
(L^ 伴随 于 工 )。 
广义 函数 EQ. x) 在 乘积 空间 R,X R, 由 数量 积 定义 
为 ; 
( 瑟 (ruz)，y(zoyz)) 一 | | B.C) pmosm) drdz,, 
R, R, 
它 确定 一 个 连续 函数 
so)=| Bs) an), 
B, 
v(2) RAEI X VEO UT. Try 一 少 的 解 。 若 开 的 系数 与 由 足 
够 可 微 ，v 是 通常 意义 解 。 
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$3 超 双 曲 算 子 的 渐 近 衷 减 


1. JA 4 
考虑 算 子 
Lu-(4, —4,)u, (7) 
在 %+2 zs [i] xm (5 22m) 53 ym Gv)» MDEE 
空间 的 有 界 区 域 ,本 是 正 锥 {(Y1,9s): KYK, 0X oo), 
(n4-2)& GR Dx D i140 ,其 境界 39 由 Dx9T 与 9D x 
组 成 ， 命 4 定义 在 A UIA HP EL ARIE 
u=0 在 39 上 ， (9) 
dpr'—ybtyl, HEX z=ru, 这里》 是 正常 数 ， 我 们 有 
Lu-v-*Lz aya, yr 
由 此 得 
p | Ll >47 (L2) yin, —AytrntXÀs y, 


对 于 某 正 数 M，7<M uSdk OST 4E J jM u=, 有 


f e| Lat 14V >47 | (Lz)Eyiz, dV — 
i 
Q Q 


-4f r32 sy dV =I, + I, 
i 
a 


在 右 端 部 分 积分 得 


1, =27X [ 21,47, iz, 
9 
因此 对 任何 满足 (8) 日 在 J 的 外 部 为 零 的 函数 %， 我 们 有 
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2y | 27S dy < f 127+] Lu['dV,, 
iel 
Q Q 


由 于 边界 条 件 (8) ， 有 常数 Cu 使 得 
[erway «oc, | eru av. 
à gc 


Tk Q p RTT SE BC o 满足 不 等 式 
L| alo] 523v, |l (9) 
并 满足 边界 条 件 wo 一 0 在 29 上， 并 假定 9 ERR: 
r7 | 3uetiasono, iios, (10) 
Gr 


对 于 所 有 Y20 jg, KR G, (n 1) 885 OQ n Ya): 
yi+tyi=r}, dS 是 G, pOVRDHERBBULX. 

1o EANG P i E (9) 并 假定 *-> eo 9a o( 7), 
b—o(s7!), Bil) 3 SERI v=0 在 3Q 并 假定 对 每 一 ?>0， 
(10) 成 立 ， 那 末 在 8 内 ov 三 0. 

E 对 每 一 固定 的 ”， 我 们 有 


f vds <O, [ 3s. ias 
[1 


Gr Gr 
并 且 
py f vidS-0, 3 r>, XA] y> (11) 
Gr 


AUT Ig (10) SARR 0— 0 在 08 的 函数 有 


27 [e3it < [ ommorao, 
t-l 
a a 
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因此 
[Lo] Kerto cor? Ss P, 
ca 与 cs 为 常数 ， 运 用 (11) 则 有 
27 [o 3e nre 


< [rt lol? teslos, 134P, 
Q 
mr>co, REHE AH v0, 
X382 命 。 在 从中 满足 O9), HRE o 5 b 是 有 界 函 
数 ， 命 "满足 边界 条 件 
9 一 0， 在 0 上 ， 
并 假定 
(exp2r7) | Silon, d$ 0, M ee, (12) 
Gr 
那 末 在 2 A o0, 
AES 命 
z-(expr?)o, y>0, 
计算 得 
(exp 2r?) | Lo|*— 
=[ Le +2yr”-? Lues years, 
因此 - 
r7***(exp 2r*) | Lu? > 
zy 30 —4y ?Cr 一 023 Yižy, 
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对 于 充分 大 的 XE 介 假 定 % 为 零 ， 则 有 


| q7*** (exp 2r?) | Lo|*aV > 
Q 


2 
>47 | (Lz) Pyizy dV 一 


A 
2 
-ay | eo -D yes W, 
a i=l 
部 分 积分 得 
f 171 oxp 227) | Lo| dV > 
Q 


>27 [3t m v [ 07(- Dp, 
[i 
Q a 
因 之 ， 
[tote ber 
[^ 
>2y f (exp 257) $w? dV 十 
2 ial 
+ af gY-2 (y? — 1) (exp 2r?)o?dV , 
o 
fo Clr tR AR CESS 为 零 ， 对 7? 宇 ?o>1 它 
等 于 1。 置 w=Lv， 这 里 v 满足 (9),0< 《<1, 注 意 到 (12)， 
运用 上 述 方法 可 推出 在 内 v0. 
2. 广义 超 双 曲 算 子 
考虑 一 致 椭 园 算 子 
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duc D, GJ ] 
定义 在 一 有 界 区 域 忆 中 。 我 们 将 研究 算 子 
Iu-—(A-—4j)u, 
'uEXE(VEZ)HEZSE), RE Y=). BEUTE 9= 
二 DX 本 定义 且 


4 一 0， 在 002 Lr, (13) 
对 于 满足 
ll<olul 53 |u, ,' a4) 
的 函数 必 有 如 下 定理 


定理 3 命 在 & 内 必 满 足 (13) 与 (14)， 并 假定 当 rco 
时 azo(r7), b—0o(c7), Xi 


r? ttu, 148-50, M poo, (18) 
à. 
则 在 2 y uzz0, 
WES z=, 则 有 
Lu-s7? Lz 4 2yp 1 Sys, yrs, 
i=l 
因此 
pH Lu|tmAy( Le) Ryizy, -4yr iSi Zyis 
-1 i=] 
暂 假 定 对 2 函数 % 具 紧 支 柱 ， 我 们 有 


| pP Luj dV >4y I» S wisy dV — 
i=l 
Q o 


2 
一 473 f Das, dV = IL +1, 
a 
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如 前 ， 可 以 得 到 
I,-0, 


D=27| PTOL 
IE 
计算 中 注意 一 致 桶 园 性 ， 我 们 得 到 


2ym, f put av< | p *?| Lo|?dV, 
i=l 
Q9 Q 


系数 asi TRAF iha RWAF, Bi Qu) 
二 0(7) 将 导致 和 定理 3 同样 结果 。 


$4” 超 双 曲 算 子 的 渐 近 性 态 与 柯 西 问 题 
1. A Xx 
设 工 是 超 双 曲 算 子 : 
Lz4,—4, 
E= (E1 yy.) Y= Yis Yn) BENTE 
Lu= F(g,y,u,pu,p,u), (16) 
REFE 
IF (2,9,2,a,0) | id, | z| +P, la| ||, 
其 由 z€R, e€R", bER"',  0,(1—0,1,2) HEX M, iE D 
是 R" 内 有 界 域 ， TE R WAREM, GgEX DxDOe 
的 解 ， 它 满足 边界 条 件 
u—0, fEe(Dx D), (16, ) 
m r=yi t Hyi, ENRE: 
OC(R)={yET; r=R}, 
工 (及 )= ET 1<r<R}, | 1c Rxoo, 
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在 R* 内 定义 内 积 为 
(u,v) 2 (4,9)5— fueled, 


D 
相伴 范 数 为 
lobe lolo Go) *, 
Rf i 
su Rye Rt | Col Erud I, I*]do 


G(R) 
度量 (16) 的 解 的 衰减 率 ， 这 里 


是 R" 中 的 径 向 导数 。 
定理 1 HE DXT Lu€C^,L-—A,—4,, Z u WELA 
条 件 (16, ) , 则 存在 数 M 00,001, EHT RD>1,A>A A 
137*7"exp(2Ar?) | Lu|*dy 十 
T(R) 
-F6(Aa)* R'^-!exp(24 R*)e(u, R) zz 


20a | emtexpQnhat ulrdy+ 


r( ) 

tga | rtmtexoQaemira + Infulidy + 
T(E) 

十 2Aa 8 (u,1), (17) 


24 的 值 仅 依赖 于 m ，% 的 值 仅 依赖 于 DX C (1). 
AES pw—uexpQwt), XkADaA-1, MORQ 
e2 Tai Lao — 2oj*73w, + art? (kay — a —n4- 2)w, 
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因此 ， 
e?" ^| Lu|*z (2Xar*711,)* — 
— Akai" 7!w, [ Lw - kar *7* (Lart — &—85.4-2)w], 
3E EXE 077 Hic DXTOR) ESUS, d 
q37*7exp(277X)| Lu]*dy 11+ 1; 4- 144-1, , 
I(B) 
这 里 ， 


Quay | soto ledy, 


T(R) 
1, — 4a r?" (w, , Ayo)dy, 
T(E) 
1,—4ka f ranw, ,A,w) dy, 
T(E) 
1,= — (2Xa)* f F(A 一 一 多 十 2) (w, w, )dy , 


Pn) 
部 分 积分 并 在 计算 中 运用 (16, )， 得 到 
I, —4Xa(n—1) f rt- pu, l dy + 
T(R) 
ha | ei- lp oo [?dy 一 
T(R) 


EN a f r= [2]w, E — lpw? ]dodr, 
ır 
O(r) 


1,—-2^a "jd wi dy- 
T(R) 
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-ne[f | rijp wièdodr, 
Cr) 
I,—2314 | sas (a-1) 
T(R) 
har -a— n 2)] |w]*dy — 
-22e | i f rr (ar*—a—n+2)juldodr , 

C(e) 
因为 a>1,h>n 一 1 且 ? 之 1, 故 I 中 的 第 一 个 积分 是 非 负 的 ， 
而 且 了 到 了 所 有 沿 (R) 的 积分 ， 它 们 的 和 也 是 非 负 的 。 


命 
H= | ppw- pwl? Iret Ido + 
c(a) 


+a (Aap* —a —n4-2) Í hwl?do, 
C(R) 
则 有 


f qct es Lu|*dyz- 
T(E) 


23a | st lp, v]? Imw]*]dy-- 
T(E) 


+20a)? | git Jw] dy — 24aH CR)+2NH (1) . 
T(R) (18) 
IH w=u exp(2r°A), it RS 


[pyw = e? [ Chart)? 22 “iu u, + |p,u]? i 
运用 不 等 式 
"205， 


| 2 和 ae-l6 u, (<E artu)? + Zar ; 


则 有 ryeja (3 irul? 一 于 (Qari) }， 
由 (18) 我 们 有 
ao-ne2 | Lul?dy--224H (CRY 
T(R) z 
>a | rtre" Dou]? 4- psu:ldy + 
r(R) 
£Qa* | gite tin? ul*dy  22aH (1), 
T(E) 
HLH(o)ngX, Ss RAIN 
HC) Rp f Lo [3 poc? + harmedo< 
C(R) 
«met | [phartitu] + 
C(R) 
t ep.ul? + 12o7771u|*]do,, 
通过 计算 可 给 出 估计 
H (R)s;3(a) R'*-1g24* s(u, R), 
JOUER, IE) <elw,1)， 政 定理 得 证 。 

不 改变 证 明 ， 可 以 提 其 它 边 界 条 件 ， RUROCDXD) 
含 两 部 分 K 与 KR 使 得 KUK,=20(DxT) 有 KN RS, 
则 对 边界 条 件 

u=0, 在 Ki, 上， 


ou — EE (16) 
Aveo, EK. 
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也 给 出 定理 1 的 不 等 式 。 
X32 ”假设 在 也 x 六 上 wEC: HL-A-A, uW 
JR(16,) R16), AYET, WETER 
Vade jul? + Mp n? el} 


是 常数 ， 则 对 充分 大 的 入 ， 下 面 不 等 式 成 立 ; 
A3R*exp(2XR?) e(u, R)> 
> | every 09 uD. — 09) 
T(R) 
其 中 Cu 是 一 常数 。 
证 ， 应 用 不 等 式 (17)， 当 a=2 有 
4823 R* e*'s(u, B) > 


aen | { si 一 td Tct 


po X 

e D on leu dade 
T(R) ] : : 

T AAs(u, 1), 


HAIE 84 >rt, BAPeBÓiGR A, 即 得 所 要 证 
明 的 不 等 式 。 
借助 (19)， 能 够 建文 (16)，(16, ) 的 解 的 渐 近 性 质 的 结 
果 。 
定理 3 db L-—4—4, -假定 是 (16)，(16, ) 在 Dx 
内 的 C* 解 ， 则 : 
(1) 有 不 依赖 % 的 常数 天 与 人 (EO. R LASER. 
s(u,R)2KR^exp(—254R*)e(4,1), . — (20). 
(2) di el(u, R) o(exp( —AR?)), A70, 4&5j uss0 在 
* 207 。 


DxT(%). 

(8) Æ s(u,R)-0, R0, Rilul—0 f T(R) 内 ， 因 
Z, Wd u=, dE Dx (o) fi uU TEX HR 

证 ， 不 等 式 (20) 是 定理 2 的 直接 绪论 ， 由 此 不 等 式 与 
ANTARE (DMN). 

对 于 算 子 


mn 9 QN 
L—A,— A,, xxr *» aua) 
fEDxIAnE€Bu-sSWEE-T, &0Eag—au,y) 满足 
附加 条 件 
44,68, 2r(a4) 751,20, 
(2,)€Dx I, EER", (21) 
定理 4 diRL-A-A, HA, REL, BEEDXI 
FRu€C?, ER ud 3( 也 十 六 ) 为 等 , 则 有 正常 数 K，K 大 
d 使 得 
737*7^exp(224) | Lu| dy 4- 
T(R) 
CXK,QGo)ERAexp(22R*) s(u, R) > 
Dra f "tlexp(2A7°) [irs Jp 号 oo 十 
I(R) 
+ (åa)? | pit7^7lexp(224) |u]?dg 4- Kev,1) 
T(R) i 
A am1,RD1,ADAGEG. $K, Ki, Ki 仅 依赖 于 4: 中 的 
系数 ， 入 仅 依 赖 于 nm，% 的 值 定义 在 R=1. 
Do AE. 命 w=wexp(X7")， 则 
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e" Lu= Lw — 210077 w, Haart? (ko? ant 2)w. 
因此 
e?" | Luj 3> 2(2har*-tw,) 
[dw — Aw + hart? (ar* —a—n+2)w] + 
+ (2707 -iw,)’, 
EJ 7773 冬 上 不 等 式 并 沿 了 DXT(R) 上 积分 得 
f goto er" Ea pidy Bou. (22) 
T(E) 
这 里 Ji= Lli 4—1,2,4, I; 同 定理 1 证 明 中 的 定义 ， 而 
J 了 3 一 4Xa "+ | w, A wdz dy, 


T(R) D 
部 分 积分 我 们 有 
J, =2a f pest f Qu, Gi; Wag TOi We Wry Jdædy 
ICR) D 


—2AaR-"+? f jussa w, dado + 
C(R) D 


+2ha | fra w, dzdo, 


€(1) D 
注意 到 (21) 不 难 有 
J,2Àom, f rijp wl’dy—2aM, R75 | lp ido + 
KR) x) 


Xm, | pswlrao, 
109] 
这 里 Mom ALIE, FANER. 
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在 (22) 中 作出 Ji (i$ 二 1,…,4) 的 估计 ， 和 定理 工 的 证 
明 一 样 ， 便 得 到 定理 所 要 证 明 的 不 等 式 。 
借助 定理 4， 我 们 可 得 不 等 式 
| Lu <D (jul + lp .ul?4- lp iul) 
Way yrpEXS, SEÓGECTGEBBR3 给 出 的 结论 。 
2. 多 项 式 衰减 


车 方程 
Lu-F(z,y,u, p,u,pyu), (23) 


的 右 端 满足 更 多 限制 条 件 ，(〈23) 的 解 的 衰减 率 有 更 严格 的 极 
IRR. HAUTE L—4,—4, HAbyEr 


(Lul $77? lul + Div-* lp u]?, (23,) 
附加 的 边界 条 件 是 
u-0, 在 3(DxD) 上 。 . (23,) 


IR 25D RC RS, AA (23,) 意思 是 有 仅 依赖 于 刀 的 大 
D LIS E. 
lu «K pul", 
定理 5 JU L—4 —4,(;gu€C' (Dx D)3E WW jg (23,), 
则 有 一 数 a, ER a>, FARER: 
portet] Lul*dy --6o0*(«4-2) R*?e(u, R) > 
I(R) 
24a | q77*22*2]p ul dyt ae (4,1), 
T(E) 
a IRRF n Ku t r= 的 值 。 
dE: a w=ru, XE cm 一 2， 和 证 明定 理工 一 样 ， 
77*| Lu| > —2(2ar7w,) (Lw 4- a(a—n4- 2)77*w) 十 
t (2ar7! w,), 
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V) 07S RER AE SOT R DXT(R) 积 分 有 


| rr] Lady T 4 T+ Tue (24) 
T(R) . 
其 中 
T',— 4o? | 777 1o, dy, 
T(R) 
全 :一 一 4a | e| an, dwdzdaj, 
ÑR) D 
T,=4a f prts f w,4,wdzdy, 
T(R) D 
T ,— -4a (a—n4- 2) f em[ ww, dedy, 


T(E) D 
部 分 积分 并 注意 (23, ) 得 
i | ethos pp lio 
OR) 
n Í fotut- irot ao n 
C(1) 


-4a(n-2) | 77"** oo, | dy, 
T(R) 


T,-—-—2a f 77"**|lp w[? do --2a Ip [*do + 
C(R) C€(1) 


十 4a f "tp w[*dy, 
T(R) 


-2il » 


T= 2 (a-n2) | spen 
AR) 
208 (a—n+2) | Hwl?do. 
169) 
因为 ae>n 一 2， 则 有 


Ti+Ti>-2aR= | [le mo 时 sc 
C(R) 
tza | feiw P- Irem]ac, 
6) 
命 
Q= |. fioe 2bo P Int 
C (p) 
a(a-n4 2p? lut }do, 
则 不 等 式 (24) 变 为 
| ritt] LZulidyd-2aQ(R)z- 
T(E) 
24a f p227^*2lp ul dy + 2aQ(1) , 
T(R) 
显然 ， 
QRR | [Ir True lst 
C(R) 
+alat2)r uj?]do , 
因此 ， 
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十 


(28) 


QCR) «3a(a--2) R'***s(u, R), 
不 失 一 般 性 ， 我 们 假定 we0， 对 "一 1, 因 此 ， 若 a 充分 大 ， 
ii Q(1) 2s(u,1), 
把 估计 式 Q@( 民 ) 与 @ (1) 代 入 (25)， 立 刻 得 到 所 要 的 结论 。 
定理 6 iz L-4,—4 并 假定 在 DxT 内 uE0? 是 (231) 
的 解 且 满足 边界 条 件 (23: )， 对 充分 大 的 a， 则 有 
6o? (a+ 2) R'***s(u, R)> 
>a | pit *t]p ul dy+aslu,1), 
T(R) 
WE: 由 定理 5 所 证 明 的 不 等 式 开 始 ， 利 用 (23, ) 对 | Lus] 
的 估计 ， 有 
6a? (a+ 2) Rt2e(wu, R)> 
Pa-de- bp | srrmqptebdy d a(u, 1), 
T(R) 
如 此 选 w 使 得 4a—bie —D17a, WENSE G. 
对 多 项 式 衰减 ， 可 得 类 似 定理 的 结果 如 下 ; 
定理 1 设 工 =4 一 4,, 并 假定 在 Dx P N uiii (23) 
与 (232)， 则 
(D 对 有 R>>1， 有 正常 数 « Sn, diu 
e(u, R)>rR-"s(u,1), 
(2) #3 870, *i R->co 时 s(u, R) - OCR-^), 则 在 
Dx T (c) uz0, 
(3) dEDX DN u 具有 界 支 集 ， 则 u=0, 
4. 柯 西 问题 
考虑 算 子 
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Lu-ás-4u x: R"xHB, 
这 里 nLE m>l, 那 末 了 可 以 是 双 曲 的 或 超 双 曲 的 。 我 们 
将 建立 在 大 范围 内 对 于 形 如 方程 
Lu-F(x,y,u) (26) 
的 柯 西 问题 的 唯一 性 的 定理 。 
定理 8 设 工 =4, 一 4.， 假 定 w 是 具有 二 阶 微 商 且 在 全 
内 具 紧 致 支 集 及 的 函数 ， 命 7=2 一 m 一 %， 则 有 数 B。， 当 
B>B 时 ， 下 面 不 等 式 成 立 : 
| s? pte | Lu|'dadyz 
[7 
4p sp 107 e” widady, (27) 
Q 
这 里 B, WFM, n B. 


r,—máaxT,  S.-—mins, 
K K 


asf: Inicia +}, dateien, 
|yl* =yi 十 … 十 Y3， 而 这 里 
s-|z|-|]4t-x .s:=|y|* -lri 
AES (p o—wexp(r7^), 820, MA 
e ^ Le Lo -2By-1Qruny, HE0) + 
Briten (B+ zt monje, 
因此 ， 
e? 7 | Lw |*24 Bh! (my, + ti)? — 


—Afy-8-? [C 市 zw, 0 Lo T 
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—AB'y HI Yk Vy + divus 
. (Bit B- 2i! m8] v, 
以 s?r/(48) 3€ ExX3fFiS QV, WA 
ap grP 17^ HL |dzdyz 1,3 1,4 I4, 


Q 
这 里 
I= e| 877-57? (yvy, + Vives) dedy, 
Q 
Iz= -| S? (ygvy, 十 i07, ) Lodauy, 
Q9. 
了 := 一 ef secti (let B- 2) —m—n 


Q 
(YkYy p 十 1492) vdzdy, 
在 了 :中 部 分 积分 得 


1,2y| 877* (yyty , + iYe, )* dedy. 
P pad 


显然 ， 对 充分 大 的 有 
I, ns fars- moo rry, nete, dzdy 
Q 


是 非 负 的 ， 事 实 上 ， 仅 需 BL—y(-)^* M, 关于 Ts 可 
写成 


I—dactlatls, 
在 Ts 的 积分 中 ， 按 了 乘 的 顺序 ， 作 部 分 积分 竺 
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Ta 一 -ef gà? (aag + Us, )vdzda — 
Q 


E 一 28 一 eps *dxdy , 
Q 


Ia=B(B+2)| ett Goy, + iva, Yodzdy- 
a 


-BCB+2)| erra Bee dnas, 
Q 


Tao= BCm+9| pi^? Givy, + iU, )vdzdy— 


9 
= -二 BC(m+m| 778-58? (2 + Bs?) v*üxdy. 
0 
因此 
I ;- e| 77347!" v! odady, 
2 
这 里 


2 一 Bs2(1+Bs?) 一 HORE +88) 一 


-FCm en) (2 Bat), 
因为 ->0， r+<1 (EKIH), RNE 
97Bs* (1t Bs*) — 
到 e+2)08+0+ (Quen qn], 
AIH Bo 十 co 时 9 十 ce。 于 是 对 充分 大 的 后 ， 我 们 得 在 
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玉 内 有 之 1， 因 此 
1.>8| 2p-88 yt dzdu. 
Q 
不 等 式 Isl, 8 LE ABAO, 
假定 (26) 中 的 也 连续 且 F(p) 对 少 言 满足 一 致 李 普 
AH, Eo 是 方程 (26) 的 两 个 解 之 差 ， 显 然 。 应 满足 不 
等 式 
Zo | v, (28) 
E393 ” 命 了 是 0 与 1 间 的 常数 ， 假 定 在 集 {1y| -Y) 
n2 Ew sag, Hut REO), Mu=0, 
证 :在 区 域 DRY, GUrudEETT, RUAN 
在 Q 上 4 为 雷 。 对 充分 小 的 s>0， 在 0 与 工 间 定 义 光滑 函 
数 : | 
{ò 1, 0<r<1-2s, 
xz 0, 1-s<r<l. 
dE Qi dg uo x()u, RWE 
Ke [ess (DER, tier, eei ] 
内 有 支 集 ， 则 有 


rT,—max(vr)-1—58, 
K 


i-—min(s)- (279) *, 
于 是 ， 


| #90 elisa 
K, 
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>>48?| s? p736-82?77 8 w|*dzdy 


K, 
f R-1-25, Wk K,-K.UK., RE 
Kein: (z, WEK,, R>, 
K= fy) (@,y)EK, , R«r. 
TRÍIEK.pDN, w=u H. 
|[Lu| =] Lul <lu], K- 内 ， 
对 于 充分 大 的 B， 我 们 有 
f 8S77p+262r- 有 | Lw|*dzdyz- 
E. 


>| (4827-20- — Q6?) s? etr -P u] *dzdy, 


[3 
H (29) & 


sid s” | Luw|*dzáyz- 
K4 


(29) 


meUsagi-dn)| srpul*dady, 


K. 


命 B 趋 于 co， 在 天 - 内 则 有 w=0， 因 为 6 是 任意 的 ,于 是 在 


Kp u=0, 
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附录 ”基本 解 一 一 阿达 玛 方法 


1. 基本 解 的 定义 
在 定 解 问题 的 研究 中 ， 拉 普 拉 斯 双 曲 型 方程 曾经 引 


出 里 要 函数 ， 位 势 方程 在 三 维 的 情形 曾经 提出 函数 二 ，" = 


=y (x-8) + (Y-Y) + (2—2) ， 在 二 维 的 情形 曾 提出 
la 热 导 方程 的 讨论 中 ， 曾 提出 一 个 特别 重要 的 特 解 
Vy UP, Ue SLE UU MENGE B EA 
的 作用 。 

立刻 看 出 : 这 些 函 数 都 是 动 定 两 点 的 函数 。 同 时 看 出 ， 
位 势 方程 这 种 特 解 ， 若 看 作 动 点 的 函数 ， 则 以 定点 为 奇 点 ， 
而 拉 普 拉 斯 双 曲 型 方程 的 里 曼 函 数 却 无 这 种 性 质 。 这 种 现象 
如 何 理解 ?实际 上 拉 普 科斯 双 曲 型 方程 的 里 曼 函 数 并 不 是 该 
方程 的 基本 解 ， 希 尔 伯 特 曾经 指出 该 方程 的 基本 解 是 

Uln(z—2, )(y—3) -W, 
RFOBUJAXH Sg, Wisi. HrULES ER gn M 3c 
际 是 基本 解 对 数 部 分 的 系数 。 

这 个 事实 ， 又 引起 了 新 的 不 一 致 处 ， 拉 普 拉 斯 双 曲 型 方 
程 的 基本 解 以 过 点 (x ,yo ) 的 二 直线 =t, y— ys 为 奇 线 而 
位 势 方程 以 定点 为 奇 点 ， 这 又 如 何 解 释 ? 实际 上 ， 

(2-2) +(y—Yyo)’ = 
一 [(z 一 zo) 十 ?一 yo )][Cz 一 Zo) 一 和 一 yo)]， 
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因此 ,二 维 位 势 方程 的 基本 解 以 过 点 (ze ,yo ) HO PR eH R 
2 一 2o 十 4 一 po) 一 0，2 一 to —4(y—90)70 

为 其 奇 线 ， 故 在 二 维 情形 ， 线 性 偏 微分 方程 的 基本 解 有 低 一 

维 的 奇 线 。 高 维 的 情形 也 是 这 样 ， 即 m 个 变数 的 二 阶 线性 偏 

微分 方程 的 基本 解 应 该 有 mm 一 1 维 奇 流 形 。 

问题 就 在 定 这 种 m — 1 维 奇 流 形 。 

德 拉 须 斯 定理 ” 设 线性 偏 微分 方程 
的 系数 在 域 刀 内 是 正规 的 ， 示 在 了 内 为 正规 的 曲 兽 S 是 方程 
(O 的 解 在 号 内 的 奇 面 ， 则 S 必 是 (了 D) 的 特征 面 。 

证 ， 设 8 的 方程 是 QG —0, JOE CDU vL G=0 为 
代数 性 的 奇 面 ， 即 4==UG?， 其 中 UU 在 内 是 正规 的 ，p 是 
使 G=0 为 ?的 奇 面 的 常数 。 则 

F(UG?)-p(p—1)G?7?U «a 4- 
pero [ n2. 2 aru e arre», a’) 
其 中 ”到 = 了 (G) 一 CG， 为 (了 的 特征 二 次 式 。 

Pp 虹 不 能 等 于 零 或 1， 则 要 FUG) 是 正规 的 ， 首先 

必须 


le=o=0, 
如 是 则 有 喀 == AC, Hii A 当 G=0 时 正规 。 
要 人 (UG?) 是 正规 的 ， 又 必需 
XX E+-D AI =0, 
这 对 说， 是 线性 一 阶 偏 微 分 方程 ， 它 的 解决 ， 又 有 待 于 次 
特征 线 的 求 出 。 
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这 里 假定 了 ww 的 奇 面 的 代数 性 质 ， 勤 胡 经 过 主 积分 的 概 
念 证 明了 上 述 定理 ， 不 必 对 4 的 奇 面 的 性 质 加 任何 假定 。 
通过 上 面 的 讨论 ， A LR 
基本 人 解 应 该 是 伴随 方程 的 解 ， 它 是 mw 维 空间 动 定 两 点 的 
函数 ， GE LBHEROS NUR, P 
为 其 锥 点 。 
这 种 特征 面 称 特征 角 面 。 
2. 特征 角 面 
根据 TAR ARNEEXAR 布 所 发 现 的 事实 ;经 过 和 
维 空间 一 定点 (EDD) 的 一 阶 偏 微分 方程 的 特征 线 的 
GERD RSRU 分 曲面 ， 这 个 积分 曲面 以 这 2E 点 为 WE 
点 ; 求 特征 角 面 的 问题 就 变 为 解 下 列 常 微分 方程 组 的 定 解 问 
Ji: 
dz; _1 90 dz; /— 1 0 dG 
ds 2 óm,' ds 2 Pd ds 
4—1,2,-- (2) 
2,(0)—a;, v((0) —m,, Gt) ds, 
其 中 s 是 自 变 数 ，ai EHR, To 是 满足 条 件 


一 好 ， 


n 
CE 
i £z, Aj (d 05, An) mim, o0 
NT 


HAES, D— Ate 
da,- 3. ida;-0 
RAWE. 

在 (2) 的 泛 定 方程 中 ， 把 s 换 为 gs, 同时 把 oi mi 换 为 
Tila, Toila, a 是 常数 , 则 方程 和 定 解 条 件 仍 都 不 变 。 所 以 
若 (2) 的 解 是 
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gi i8 0a, yon 44,05 7 yn) 
4—1,2,-,m 
i= is To Toni 0450, 7 sim), 


则 我 们 将 也 有 


T T 
zi Das, e, Ts asm) ), 


€ yt yim ) 


Toy 
mapas, Tar 


这 表示 (2) 的 解 一 定 可 以 写成 


TiS Pi( PPLIPLLI 0, 40, v7 y) (3) 
= Pil STe Toni Cyr ym) y (4) 
由 常 微分 方程 积分 性 质 ， 我 们 又 有 
Ci 一 9i( 一 8STI 7 ST LP (6) 
— ga, ;— i ( ST — SEmi 21 T3, au s (6) 
[5] 
© NE 
del. 2 Om, 
IPTE "ES X glam X Au G,)(874)) 为 展 


2 E 
开 式 的 -- 次 项 。 


DG 923 ys gin) 
7 D(sa,,82,,, -y NT) 


在 (4, ,as 68) EMOR Re o D) ELLA. 4 在 该 点 处 之 值 。 
假定 4 在 (alyay…yan) 处 不 为 零 ， 那 未 ， 了 在 (aiyaa，…yan) 
处 便 不 为 零 ， 所 以 从 (8) 可 以 解 出 smoii ST. 就 是 Zi 和 au 
函数 。 命 
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Toi = Pilti s123 Em3 0,505,704), 
同 理由 (5) 有 
3Ti= —Qui(d. y 0r On LiT Tn). 
有 了 上 述 的 讨论 ， 我 们 就 可 以 构造 函数 


DELEN, p,m FL) = 


=L (P(t ny iyu) y Pmi Tia Yat Tu) = 
= È Austar Bi sta statt) X 
XP CG Em ry m)m 
2n Aü(0,0 nD) (riy 01,404) X 
: XQ, my Cryn) = 
=A (871, 87,45 01,777, 0,). 
这 是 sm 的 常 系数 二 次 式 ， 也 可 以 乔 作 足 xi 的 解析 函数 。 
IRR sx 2x4) FUCO, 0, am) 的 对 称 函 数 。 
"FORE e UE D) jc D JL p S CS 
HH, d) = X Hay, tn)drida, 
是 
A (dz, g dEn) T 之 Aj dzidz, 
emi 
BR LWAOUCHa)mO44)70, KIEZER n) BUS 


e-JAm( e. s ye 


的 变 分 才 为 零 ? Que A gc x zi, 


xi=zri(s), i=1,2, e,m 


称 为 以 吾 (dzi，…ydzn) 为 线性 元 素 的 室 间 的 测 地 线 ， 而 分 在 
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(0,s) 办 的 值 称 为 [zi(0)，za(0)，…， En (OJAL), o 
an, Co) ] 两 点 间 的 测 地 距离 
Di (4. 6. "ORE 我 们 近似 地 有 


model o e 
VOV URS (ema)! 
所 以 在 该 点 附近 有 
D-HqG—4,,57 4.048) s (7) 


SEZ- qa SY yas, (8) 


而 哆 拉 方 程 是 

Ho rem a 
要 解 (9 )， 我 们 先 解 

E 2 - 2E o, i13, (10) 
这 是 一 组 二 阶 常 微分 方程 。 

引进 安培 变换 ; 

二 =m 4—1,2,,m, 

则 有 


a% 2H gn 
Y= 为 PUR H=H, 


这 样 ，(10) 化 为 
dz; 1 Ox dm; 1 0H 1 2x 


ds 2 ðm;? ds 2 ðr, 2 On' 
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事实 上 ， 
E aH 
dx - ($5 asl abdo, )- 


-xGE 2B dsl + dz) 


É— e P" j aa 2. 
(nias, -Z da), 
故 得 
àH | 0x 
一 一 11 
Ori ET i ( ) 


反之， 大 zi,swmi (9), C10) p XC iS (2) KI ft , WICI) jr 
定义 的 wi 使 是 (10) 的 解 。 

在 次 特征 线 上 ( 见 吴 新 谋 等 ， 数 学 物理 方程 ， 第 二 烧 ， 
特征 理论 OH S s 无关， 事实 上 ， 
ra -x(2X duo A4 du), 


ds Dri ds | Om, ds / 
所 以 有 
d(BOvHw 9v i[d(2H êH 
d iL) We zal àr)- 22 e 


Age, dev, È Ha Gn, ons ne) dzada, 为 线性 元 素 的 空间 
HW, DEWAL x), (Ai Org y s) ERU UE T FO 
平方 ， 这 是 由 于 
£'-(vHs)-Hs'-axs—rD 
ii (8) 有 
arem iv atas. =f Tep 
- 
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av 下 m 1 1 or 


æ VH (x) 2 VT Ow 


WAS DiE -aA Fé 
«GE. aar 
定 蛤 一 致 。 在 这 里 我 们 有 4 =4。 
所 此 求 的 特征 名 面 的 方程 式 。 
例 d umm; Re 
M u Q4. Ow 


-D 二 一 -一 
Fr êri F wh 0 


的 特征 有 向。 
这 个 方程 的 特征 二 次 式 是 
a - Nu - Maj, 
iz j*1 


次 特征 线 的 方程 万 
gx; dy Cms t 
Ti -F 


i= üi + Tails 
yj 70; — 1,8, 
Ni= Tis mj—m 


ojs 


Ju 
=X (i-a) -3,—aj—0, 
i=l j=1 


这 就 是 原 方程 式 的 特征 角 面 。 
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3. 基本 解 的 求法 
efrpk (D 09 58 
u-I* PU (14) 
形 的 解 ， 其 中 是 常数 ， 由 (1 ) 有 
Fus 2 F(U, r”*)= 


2 v (pc eh DIU e 


+ (p+h) a PSE A 95 | MU, ] 


ii Oti EN 
+ DPPIPQU,) 1=0, 


E m AT, VUSH 
p^ 1 3: Ox | 


ví 
A rra i dri OTi 


Ai 
+ OLEI DU ]e r^ FQ) ] 20, 


"m 
pre (S Te G+ (M cag )U, |+ 
+ Srmfo eo [S209 E+ 
HMAT, |+ FC) |=0 
所 以 就 必需 有 有 
ESL A IM ea-D1U ot, pe 
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(p-- À-F Dà 2e P MA Ze (MHAPA) pna ] 


+E(U,)=0, h=0,1,2, 


要 解 (15)， 需 要 解决 常 微分 方程 组 
—dU, 


Z r, I e20-0]v.' 


其 中 s EUROS SI m 2e, MZM 


Yam (s7,,:,87,, 0,7 d) 
则 (17) 就 变 为 
dU, . ds 


-[£Leo-»]v, ?" 


而 有 


性 42(p—1) Je 


U,-Ce ^ f= 2s 
其 中 C 是 常数 。 


(16) 


a7) 


(8) 


(8) 


首先 看 一 下 ， 当 2 是 怎样 的 常数 时 ， LU。 才 是 正则 的 ,这 


就 首先 要 看 一 下 好 在 s—0 附近 的 情况 。 
由 (7) 我们 有 


oT 

BiB Haliya) s 
or 

28; laa 7 


所 以 在 s=0 附近 
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Mar S Aarto cda 
fskar 
内 之 要 U, 是 正则 的 ， 必 和 需 一 字 一 p+1 AFER p. 


我 们 只 暂 考 虑 p=0 的 情况 ,就 是 说 ,我 们 已 到 定 p= -7+1 


按照 线 仁 一 阶 偏 微 分 方程 的 理论 ， 我 们 应 该 在 隆 内 拒 
zi 代为 gi[ 公 式 (3)]， 然 后 由 (18) 求 出 UU 得 
Uo=U,(s, ST, STomi lzy sn) (19) 
最 后 由 (83)，(19) 和 


n 
í È, Aü a, g an) Toi m0 


消去 S Torg v7 就 得 U, TÈ zum Uig: yAn 的 函数 。 
这 个 UV, 就 是 (15) 的 积分 ， 这 里 情形 也 较 简单 ， 因 为 
Ule, Toi, t, Tomi yy yam) 
最 然 可 以 写 为 


US, , 7,87, Qiy Um) 


命 


-[2*20-]- $99... ssa, 
其 由 Qi 是 oma vns nma IHE E CER, RI 
-[$20-0)E- $57 earns msan, 


KACANE a [39] 
dg — Ww il Tors’ Tom; Mig’ “Um) 
2s 3 2i 


ik 2309-1 


The Şi Qil STors ,STomy iy sim) : 
P 24 2 
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所 以 由 Sr 一 Pilki ydus Eyy Ln) 8 


U,- Ce 2ue«- 94,77, 790: 01, 7,04) 
AE Bipy Emi Day tttm P 并 且 U 适合 (15)。 
设 当 s=0 i pU. i pup a, s X dC, 
ee, an) 处 的 值 ， 则 在 


[My di 
1 -| Gom 


Do= 一 一 (20) 
V| ai . 


设 (2,7 En yin TE RUE HEC, ABE IH 
ACEN Un EE Gris Ara 80 E LUE REC, 
这 样 所 有 (14) 内 的 Un 者 能 逐次 求 得 。 
(14) 右 端的 级 数 也 可 证 明 是 收 剑 的。 而 及 收敛 性 也 将 是 
一 致 的 。 
所 以 ， 若 加 是 奇数 ， 则 (14) 所 代表 的 画 数 ， 就 巷 ( 工 ) 的 
基本 解 。 
现在 考虑 m% 是 偶数 的 情形 。 这 时 ?了 就 是 负 整 数 ， 旦 (14) 
形 的 基本 解 不 存在 。 受 比 卡 对 
au Pu, 9u, paw m 
a3 十 å kis urs Lic 
的 基本 解 求法 的 启示 ， 命 
u-UI^"—4I*logl, 
其 中 gg RES WORN 
T QUII) BA í xu. 
F(U r- x- mt (M 一 和) in 
— F (4 D*)10g P0, 
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所 以 非 UE E CLR OO 的 解 不 可 ， 但 我 们 已 知 星 这 种 形 
趟 的 解 不 存在 。 因 之 ， 必 须 命 9=0， 而 (DD 成 为 
" J vU OA " d 
riro-[v27 22 «ai-o v 1 
— F(9?)log T —0, (21) 
这 时 必须 取 是 (了 的 解 。 
在 这 种 情形 下 ， 当 娘 之 一 p 一 1 时，(16) 仍 成 立 ， 当 = 
一 2 一 1 上 时，(16) 变 成 
[xz SE +M- DY |- F(U- ,-,)=0 (22) 


这 个 方程 应 在 厂 =0 上 成 立 。 命 WH。 是 (22) 的 解 ， 则 所 要 求 
的 U 是 第 一 问题 

f F(%)=0, 

l —9, 在 T=0 
的 解 。 这 问题 -- 定 有 解 。 

这 样 ， 在 
isa YlogT + r SUT, 

则 在 Eii TP, T, o, T 和 Jog7' 的 系数 都 将 为 
Eo DEXX AP IN AR E E- -AEM RM, RIA 
Alias I 使 


nrW)=—M 
就 能 得 (]) 的 解 : 
uc —logP--UI*, 


Hap 
U=WI + S Urs, 
h= 0 
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uE LERH. 

这 时 ( 1) 的 基本 解 有 很 大 的 不 定性 ， HHW 的 选择 是 
任意 的 。 

总 之 ， 一 个 含 轻 个 自 变 数 的 解析 的 非 抛 物 型 的 线性 二 阶 
偏 微分 方程 ( 1 ) 乍 有 一 基本 解 ， 这 基本 解 以 m 维 空间 内 任 一 
EA (5,7 yn) JIo 

Amy, MATEKE 


tim iE Wit KER 
U, -Ulgr 
po 
É, UDR 
上 述 推理 中 ， 一 贯 地 避免 谈 抛物 型 ， 但 我 们 仍 可 把 一 
抛物 型 方程 看 成 是 一 个 椭圆 型 方程 或 双 曲 型 方程 的 WR y 
形 ， 因 之 而 求 得 它 的 基本 解 。 例 如 可 以 把 
uw OU 
ex y (23) 
看 作 是 双 由 型 方程 
eu 3u Qu 
Aa E o m (24) 
WHO: NK o0 时 的 极限 ， 作 代 欣 


y-Y, 一 如 = 站， 
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C24) Jy 
K õu ,1 æ eu . 
axaY K aX Y ， 


这 方程 的 里 曼 函 数 是 
X-X.) Y -F,) X-X, Y-Y, 
i TRE n K crt) 
其 中 yo( 多 是 贝 塞 尔 函 数 ， 返 回 原来 变 元 有 


TV Gu) ER yr]: 


` oxp( 52. 2y- w), 


K? 
AKAFEN, f 


] e? 
J (0) Zan 
在 我 们 这 里 有 
= 
"=R R ia ， 


这 和 (23) 的 理论 里 引进 的 基本 解 只 差 一 个 因子 


BORA 


因子 当 把 它 代入 里 曼 公 式 时 ， 自 然 地 就 被 方程 式 的 系数 所 消 
去 。 
例 求 超 双 册 型 方程 
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1 uU 


amu Er pà ài =0, (p,g22) 
的 基本 解 。 
[MET 
r-3Gi-a- 30i-o, 
故 


M =2(p+4)=2m, 
U=% U,=0, h-1,2,.- 
2—m 


BibL dtu O0 的 基本 解 是 2 
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